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TRANSFORMATIONS BIRATIONNELLES DE PETIT DEGRÉ 



Dominique Cerveau, Julie Déserti 



Résumé. — Depuis la fin du XIXème siècle on sait que toute transformation birationnelle du 
plan projectif complexe dans lui-même, encore appelée transformation de CREMONA, s'écrit 
comme la composée de transformations birationnelles quadratiques ; ceci a motivé notre travail 
qui porte essentiellement sur ces transformations. Nous établissons des propriétés de type algé- 
briques comme la classification des groupes à un paramètre de transformations de CREMONA 
quadratiques ou encore la lissité de l'espace des transformations birationnelles de degré 2 dans 
l'espace des transformations rationnelles. On peut aussi voir qu'un nombre fini de transforma- 
tions de CREMONA quadratiques choisies génériquement engendre un groupe libre. Par ailleurs 
nous montrons que si / est une transformation birationnelle de degré 2 ou un automorphisme 
non trivial du plan projectif complexe, le sous-groupe normal engendré par / est le groupe des 
transformations de CREMONA tout entier ; nous en déduisons que ce groupe est parfait. Nous 
démontrons aussi des propriétés de nature dynamique : en suivant une idée de GuiLLOT nous 
implantons aux transformations birationnelles de degré 2 des invariants propres aux feuilletages 
ce qui nous permet par exemple d'obtenir l'énoncé suivant : si deux transformations de CRE- 
MONA quadratiques génériques sont birationnellement conjuguées, elle le sont linéairement ; 
nous nous intéressons aussi à la présence ou non « d'objets invariants » : courbes, feuilletages, 
fibrations. Vient ensuite une partie plus expérimentale : nous traçons des orbites de transfor- 
mations birationnelles de degré 2 à coefficients réels ainsi que des ensembles analogues aux 
ensembles de JULIA des polynômes à une variable. Nous étudions aussi les transformations 
de CREMONA cubiques ; en considérant les différentes configurations possibles de courbes 
contractées nous en donnons « la classification ». Ceci nous permet de montrer que l'ensemble 
des transformations birationnelles exactement de degré 3 est irréductible, et en fait rationnelle- 
ment connexe. 

Abstract. — Since the end of the XIXth century, we know that each birational map of the 
complex projective plane is the product of a finite number of quadratic birational maps of the 
projective plane; this motivâtes our work which essentially deals with thèse quadratic maps. We 
establish algebraic properties such as the classification of one parameter groups of quadratic 
birational maps or the smoothness of the set of quadratic birational maps in the set of rational 
maps. We prove that a finite number of generic quadratic birational maps générâtes a free 
group. We show that if / is a quadratic birational map or an automorphism of the projective 
plane, the normal subgroup generated by / is the full group of birational maps of the projective 
plane, which implies that this group is perfect. We study some dynamical properties: following 
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an idea of GuiLLOT, we translate some invariants for foliations in our context, in particular we 
obtain that if two generic quadratic birational maps are birationally conjugated, then they are 
conjugated by an automorphism of the projective plane. We are also interested in the présence 
of "invariant objects": curves, foliations, fibrations. Then follows a more expérimental part: 
we draw orbits of quadratic birational maps with real coefficients and sets analogous to JULIA 
sets for polynomials of one variable. We study birational maps of degree 3 and, by considering 
the différent possible configurations of the exceptional curves, we give the "classification" of 
thèse maps. We can deduce from this that the set of the birational maps of degree 3 exactly is 
irreducible, in fact rationally connected. 
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INTRODUCTION 



L'étude systématique du groupe des transformations birationnelles du plan projectif com- 
plexe dans lui-même, encore appelé groupe de CREMONA, prend son essor dans les années 
1860. Parmi les protagonistes on trouve CREMONA, Nœther, de JONQUIÈRES etc. Leur ap- 
proche repose sur une correspondance entre les transformations birationnelles et certains sys- 
tèmes de courbes rationnelles que nous allons mentionner. Une transformation rationnelle f 
de P 2 (C) dans lui-même est une transformation de la forme 

/ : P 2 (C) — » P 2 (C), (*o -x 2 ) •-»■ (/o(*o,*i,*2) : fi(x Q ,xi,x 2 ) : fi(xo,xi,X2)) 

les fi désignant des polynômes homogènes de même degré. Le degré de / est par définition le 
degré des f. Une transformation birationnelle de P 2 (C) dans lui-même ou transformation de 
CREMONA est une transformation rationnelle admettant un inverse rationnel. Nous noterons 
Bir(P 2 (C)) le groupe des transformations birationnelles de P 2 (C) dans lui-même. Si 

/ : P 2 (C) — >P 2 (C) 

est une transformation birationnelle, le réseau homaloïdal associé à / est le système de cour- 
bes fflf défini par 

oco/o + ai/i + a 2 f 2 = 0, (oco : ai : a 2 ) G P 2 (C); 

c'est l'image réciproque par / du réseau de droites Oqxo + OCixi + a 2 x 2 = 0. En particulier 
chaque courbe du réseau Jfy est rationnelle. Les points base de Jpf sont les points par lesquels 
passent toutes les courbes du réseau ; on les appelle aussi points base de /. Ils peuvent être 
dans P 2 (C) ou infiniment proches^ 1 ) de P 2 (C); dès que l'un de ces points n'est pas propre il 
appartient à un k-ième voisinage infinitésimal d'un point base. Les points base propres de / 
sont les points d'indétermination, Le. ce sont les zéros communs des f; ces points sont les 
points éclatés par /. La multiplicité au point base m, de / est la multiplicité d'une courbe 
générique de Jfy en m,-, Le. l'ordre en m; d'un élément générique de Jtff. 

W Soient S une surface et m un point de 5. Le diviseur exceptionnel E obtenu en éclatant m est appelé premier 
voisinage infinitésimal de m et les points de E sont dits infiniment proches de m. Le k-ième voisinage infinitésimal 
de m est l'ensemble des points contenus dans le premier voisinage d'un certain point du (k— l)-ième voisinage 
infinitésimal de m. Par opposition aux points infiniment proches, les points de 5 sont appelés points propres. 
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On a vu qu'à toute transformation birationnelle on peut associer un réseau homaloïdal, réci- 
proquement on a le 

Théorème 1 ([SR85]). — Un réseau homaloïdal définit une infinité de transformations bira- 
tionnelles, chacune pouvant être obtenue à partir d'une autre via composition à gauche par un 
automorphisme de P 2 (C). 

Ainsi le point de vue homaloïdal conduit à ce que nous appellerons la conjugaison gauche- 
droite. 

Exemples. — i. Considérons la transformation birationnnelle, appelée involution de CRE- 
MONA, définie par 

a : P 2 (C) — ■* P 2 (C), (xo : x\ : x 2 ) i— > {x\x 2 : xqx 2 : x$x\). 



Les points d'indétermination de a sont (1 : : 0), (0 : 1 : 0) et (0 : : 1). Les transformations 
birationnelles dont le réseau homaloïdal est constitué des coniques passant par les points 

(1:0:0), (0:1:0) et (0:0:1) 

sont les transformations de la forme Ao avec A dans Aut(P 2 (C)). 

iï. Soit SP\ le réseau homaloïdal formé des coniques passant par (1 : : 0), (0 : 1 : 0) et 
tangentes à la droite d'équation X2 = 0. Les transformations birationnelles ayant pour réseau 
homaloïdal sont du type Ap avec 

A G Aut(P 2 (C)), p: P 2 (C) -*P 2 (C), (xo : x\ : x 2 ) (xqxi : x\ : x\x 2 ) 

dont les points d'indétermination sont (1 : : 0) et (0 : 1 : 0). 

iii. Enfin soit y 2 le réseau homaloïdal constitué des coniques passant par (0:0:1), tangentes 
et osculatrices à xo = en ce point ; les transformations birationnelles ayant =5^2 pour réseau 
homaloïdal s'écrivent Ax où A désigne un automorphisme de P 2 (C) et 

X : P 2 (C) — + P 2 (C), {xq : x\ : x 2 ) *— > (xq : xqxi : x\ —xqx^). 

Comme nous le verrons les involutions a, p et x jouent un rôle essentiel dans le groupe de 
Cremona. 

Soient / une transformation birationnelle et ^ le réseau homaloïdal associé à /. Les 
courbes de Jtff satisfont les équations suivantes ([AC02]) 

(0.0.1) j^i4 = n 2 -\, f W = 3n-3 

(=1 (=1 

où m désigne la multiplicité aux points base (qui rappelons le ne sont pas nécessairement 
propres), q le nombre de points base et n le degré de /. La première équation traduit le fait que 
deux courbes génériques du réseau homaloïdal se coupent en les points base et un unique autre 
point ; la seconde exprime que les courbes du réseau sont rationnelles. 
À partir, entre autres, de ces équations Nœther énonce en 1871 le 
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Théorème 2 (Théorème de Nœther). — Le groupe de CREMONA est engendré par le groupe 
des automorphismes deP 2 (C), Le. PGL3(C), et l'involution 

a : P 2 (C) — ■* P 2 (C), (xo : x\ : xi) i— > {x\X2 : xqX2 '■ xqx\). 

En particulier toute transformation birationnelle du plan projectif complexe qui n'est pas 
un automorphisme est composée d'un certain nombre de transformations quadratiques, Le. de 
degré 2. 

La démonstration donnée par Nœther comportait des lacunes ([Noe69, Noe70, Noe72]) ; 
il faudra attendre 30 ans et CASTELNUOVO pour en avoir une complète {voir [CasOl]). De- 
puis il y a eu de nombreuses preuves de ce résultat ; pour une chronologie détaillée on peut 
consulter [AC02]. 

Soit cp : PGL 3 (C) *Z/2Z -> Bir(P 2 (C)) le morphisme défini par 

(p(A) =AsurPGL 3 (C) et cp(l) = a sur Z/2Z. 

La description du noyau de cp, Le. la description des relations dans le groupe de CREMONA, 
n'aura pas lieu avant les années 1980 (voir [Giz82]) ; ce noyau est un groupe libre : c'est une 
conséquence directe de la simplicité des facteurs Aut(P 2 (C)) et Z/2Z et d'un théorème de 
Kuros ([Ser77]). 

Remarque 3. — Il n'y a pas d'analogue au Théorème de Nœther en dimension supérieure 
comme en témoigne l'énoncé suivant dû à Pan. 

Théorème 4 ([Pan99]). — Soit n un entier supérieur ou égal à 3. Tout ensemble de généra- 
teurs du groupe des transformations birationnelles de P"(C) dans lui-même doit contenir un 
nombre infini et non dénombrable de transformations de degré strictement supérieur à 1. 

Notons qu'HUDSON avait démontré un résultat analogue pour n = 3 via des techniques 
différentes ([Coo40], Book II, Chapter VII, §3). 



Le groupe de DE JONQUIÈRES, noté dJ, est le groupe d'invariance de la fibration standard 
x\ = cte ; il est isomorphe au produit semi-direct PGL2(C(*i)) x PGL2(C). Une transforma- 
tion de DE JONQUIÈRES est un élément de dJ. Une telle transformation s'écrit en carte affine 



a(x\)xQ + b(xi) œq+P 
c(x\ )xq +d{x\Y yxi + ô 



a 

y 



P 

8 



G PGL 2 (C), 



a(x\) b(x\) 
c(x x ) d{x\) 



GPGL 2 (C(xi)). 



Dans les années 1990 ISKOVSKIKH donne une présentation du groupe de CREMONA. 

Théorème 5 ([Isk85]). — Le groupe des transformations birationnelles de P 1 (C) x P 1 (C) 
est engendré par le groupe des automorphismes de P 1 (C) x P 1 (C) et le groupe de DE JON- 
QUIÈRES. 

De plus les relations dans Bir(P 1 (C) x P^C)) sont les relations internes au groupe de DE 
JONQUIÈRES, au groupe Aut(P 1 (C) x P^C)) auxquelles s'ajoute la relation 



{xef 



1 1 

XQ ' X\ 



ou 



x: (jgo,*i) i-> (*i,*o) et e '■ {xq,x\) 



xo, 



Xq 
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Alors que Nœther s'intéresse à la génération de Bir(P 2 (C)), Bertini se consacre à la clas- 
sification des involutions birationnelles à conjugaison birationnelle près ([Ber77]) ; quelques 
années plus tard Kantor entreprend de classer les sous-groupes finis de Bir(P 2 (C)) à conju- 
gaison birationnelle près ([Kan95]). Malgré les corrections apportées par WlMAN (voir [Wim87]) 
cette classification resta longtemps incomplète et redondante. En 2000 Bayle et Beauville 
présentent, dans [BB00], une nouvelle démonstration de la classification des involutions bira- 
tionnelles ; dès lors de nouveaux résultats apparaissent dans le même esprit (citons par exemple 
[dF04, Bea07]). Pour une chronologie détaillée de l'étude des sous-groupes finis de Bir(P 2 (C)) 
on peut consulter [DI] ; dans cet article DOLGACHEV et ISKOVSKIKH donnent la classification 
des sous-groupes finis du groupe de CREMONA. Leur démonstration repose sur le point suivant 
([Man67, Isk79]) : si G désigne un sous-groupe fini de Bir(P 2 (C)) alors G est birationnelle- 
ment conjugué à un sous-groupe de Aut(S') où S est une surface rationnelle satisfaisant une des 
propriétés suivantes 

- il existe un fibré en coniques^ 2 ) 71 : S — ► P 1 (C) invariant par G; 

- S est de del Pezzo (3) . 

Simultanément C ASTELNUOVO étudie les transformations birationnelles qui fixent point par 
point une courbe de genre 1 . 

Théorème 6 ([Cas92]). — Soitf une transformation birationnelle de P 2 (C) non triviale fixant 
point par point une courbe irréductible de genre strictement supérieur à 1 . Aiors / est conjuguée 
à une transformation de DE JONQUIÈRES ou bien f est d'ordre 2, 3 ou 4. 

En 2006 Blanc, Pan et Vust donnent une version un peu plus précise de ce résultat en 
reprenant la même démarche que CASTELNUOVO. 

Théorème 7 ([BPV08]). — Soitf : P 2 (C) — + P 2 (C) une transformation de CREMONA non 
triviale qui fixe point par point une courbe irréductible de genre strictement supérieur à 1. 
Aiors / est conjuguée à une transformation de DE JONQUIÈRES ou bien f est d'ordre 2 ou 3. 
De plus dans le premier cas si f est d'ordre Uni, c'est une involution. 

Ils décrivent ensuite les sous-groupes de Bir(P 2 (C)) dont tous les éléments fixent point par 
point une courbe irréductible de genre g > 1. Avant d'énoncer leur résultat rappelons quelques 
définitions. Comme nous l'avons dit le groupe de DE JONQUIÈRES est le groupe d'invariance 



( 2 ) Les fibres génériques d'un fibré en coniques sont de genre 0, les fibres singulières sont union de deux courbes 
rationnelles, Le. les fibres sont de même nature que celles d'un vrai pinceau de coniques dans P 2 (C). 

( 3 ) La surface 5 est une surface de DEL PEZZO si S est isomorphe à l'une des surfaces suivantes : P 2 (C), la 
quadrique P'(C) x P^C), le plan projectif dont on a éclaté un point, P 2 (C) éclaté enn>2 points p,-, ces points 
satisfaisant les conditions suivantes ([DPT80]) 

- il n'y en a pas trois alignés ; 

- il n'y en a pas six sur une conique ; 

- si de plus n = 8 les p ( - ne sont pas sur une cubique plane dont le point singulier serait un des p,-. 
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de la fibration standard x\ = cte. Soit P un élément de C[xi] qui n'est pas un carré ; on désigne 
par dfp le sous-groupe de dJ défini par 

dJ P = <M ■ — ,x\ ai €<C(*i), a x -Pa 2 ^Q\. 

{\ a 2 {xi)xo + ai{xi) ) J 

Remarquons que si / est un élément de dJp la courbe hyperelliptique x\ =P(x\) est fixée point 
par point par /. On peut ainsi réaliser n'importe quel genre pour les courbes de points fixes 
d'éléments de Bir(P 2 (C)). 

Soient m\ , ...,mj sept points de P 2 (C) en position générale et L le système linéaire formé 
des cubiques passant par les m,-; il est de dimension 2. Considérons le pinceau de courbes de L 
passant par un point générique m de P 2 (C). Les mj et m en sont des points base et il passe 
par un neuvième point base que nous noterons y(m); la transformation y est une involution 
birationnelle de degré 8 appelée involution de GEISER. Les involutions de Geiser fixent 
point par point une courbe non hyperelliptique de genre 3 (voir [DPT80]). 

Soient m\, . . . , m g huit points de P 2 (C) en position générale ; considérons le pinceau de cu- 
biques <ff passant par ces huit points. Il a un neuvième point base que nous noterons mg. Soit m 
un point générique de P 2 (C); le pinceau c € contient une unique cubique fé'(m) passant par m. 
Considérons la loi de groupe sur ^(m) ayant mg comme élément neutre. Posons [3 (m) = —m; 
alors [3 définit une involution birationnelle de degré 17 qu'on appelle involution de BERTINI. 
Les involutions de BERTINI fixent point par point une courbe non hyperelliptique de genre 4 à 
modèle lisse sur un cône quadratique. 

Pour finir considérons la surface de Del Pezzo S de degré 1 donnée dans l'espace projectif 
à poids P(3, 1,1,2) par 

w 2 = x\ + P (xq , x\ ) , P polynôme homogène de degré 6 . 

La restriction de la transformation 

(w :x :xi :x 2 ) >-> (w :x : *i :jx 2 ), j ^ 1, j 3 = l, 

définit un automorphisme ç d'ordre 3 de S dont l'ensemble des points fixes contient une courbe 
irréductible de genre 2 {voir [BPV08]). 

Ces transformations produisent des exemples de groupes finis fixant une certaine courbe. 

Théorème 8 ([BPV08]). — Soit G un sous-groupe non trivial de Bir(P 2 (C)). Supposons qu'il 
existe une courbe irréductible C de genre strictement supérieur à 1 invariante point par point 
par chaque élément de G. Alors 

- ou bien G est cyclique d'ordre 2 ou 3, engendré, à conjugaison près, par une involution de 
DE JONQUIÈRES, une involution de BERTINI, une involution de Geiser ou encore par 
V automorphisme ç d'ordre 3; 

- ou bien G est conjugué à un sous-groupe d'un certain dJp. 

En particulier lorsque G est infini, C est hyperelliptique et G est un groupe abélien conjugué 
à un sous-groupe de dJ. 
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Soit C une courbe irréductible de P 2 (C). On appelle groupe de décomposition de C le 
groupe des transformations de CREMONA qui fixent C, le groupe d'inertie de C est le groupe 
des transformations birationnelles qui fixent C point par point. 

Dans [Pan07b] Pan démontre le 

Théorème 9 ([Pan07b]). — Soient C une courbe irréductible lisse non rationnelle contenue 
dans le plan projectif complexe. Si f appartient au groupe de décomposition de C et n 'appar- 
tient pas à Aut(P 2 (C)), alors C est de degrés et les points d'indétermination de f appartiennent 

àc 

Soient C une cubique lisse et mi,m2, mj, trois points de C non alignés. Si / est une trans- 
formation quadratique telle que Ind/ = {m\ , ni2, m^} on constate que f(c) est une cubique 
lisse isomorphe à C ■ Soit A un automorphisme de P 2 (C) qui envoie f(c) sur C alors Af ap- 
partient au groupe de décomposition de C ; une telle transformation est appelée transformation 
quadratique C-générique. Remarquons que les m, étant choisis arbitrairement le groupe de 
décomposition de C est infini non dénombrable. 

Théorème 10 ([Pan07b]). — Si C est une cubique lisse, le groupe de décomposition de C est 
engendré parles transformations quadratiques C -génériques. 

BLANC décrit dans [Bla08] les éléments d'ordre fini du groupe d'inertie d'une courbe de 
genre 1; il étudie aussi le groupe d'inertie d'une cubique lisse. 

Théorème 11 ([Bla08]). — Soit C une cubique lisse. Les éléments non triviaux de Ine(c) 
sont de degré supérieur ou égal à 3. Le groupe d'inertie de C est engendré par ses éléments de 
degré 3. 

Certaines études du groupe de CREMONA s'inscrivent dans une thématique classique. Ainsi 
il y a eu de nombreux travaux sur les propriétés algébriques des groupes de difféomorphismes 
des variétés ; par exemple DlEUDONNÉ a décrit les automorphismes de PGL„ + i (C) = Aut(P"(C)) 
{voir [Die71]) : ils s'obtiennent à partir des automorphismes intérieurs, de la contragrédiente 
(u i ^ hr l ) et des automorphismes du corps C. Dans [Dés06b] DÉSERTI généralise cet énoncé 
àBir(P 2 (C)). 

Théorème 12 ([Dés06b]). — Soit cp un automorphisme du groupe de CREMONA ; il existe \|/ 
une transformation birationnelle et T un automorphisme du corps C tels que 

V/GBir(P 2 (C)), (p(/) = x( ¥ / ¥ - 1 ). 

Dit autrement le groupe des automorphismes extérieurs de Bir(P 2 (C)) s'identifie au groupe 
des automorphismes du corps C. 

La preuve repose sur la description des sous-groupes abéliens maximaux non dénombrables G 
de Bir(P 2 (C)); en utilisant entre autres les travaux de Cantat et Favre sur les symétries bira- 
tionnelles des surfaces feuilletées ([CF03]) on peut montrer qu'ils satisfont l'une des propriétés 
suivantes 

- G possède des éléments de torsion ; 
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- G est conjugué à un sous-groupe du groupe de DE JONQUIÈRES. 

Continuons avec une autre propriété algébrique satisfaite par Bir(P 2 (C)). Dans les années 
1970 TlTS démontre le 

Théorème 13 ([Tit72]). — Soient k un corps de caractéristique nulle et F un sous-groupe de 
type fini de GL„ (k) . Aiors 

- ou bien F contient un groupe libre non abélien ; 

- ou bien F contient un sous-groupe résoluble d'indice Uni. 

On dit que GL„(k) satisfait l'alternative de TlTS. Récemment Cantat a étudié les sous- 
groupes de type fini du groupe de CREMONA et montré qu'il en est de même pour le groupe 
de CREMONA ([Can06, Favre]). Un résultat analogue avait été démontré par LAMY pour le 
sous-groupe de Bir(P 2 (C)) des « automorphismes polynomiaux de C 2 » (voir [LamOl]). 

Mentionnons quelques notions de dynamique. Soit / la transformation définie par 

/ : P 2 (C) — > P 2 (C), (*o : x\ : x 2 ) i-> ((xq + x\)x 2 : xqx\ : x Q x 2 ). 

En composant / avec elle-même, nous obtenons 

f 2 : (xo :x\ : x 2 ) >-> (bxoxi + x Q x 2 + x\x 2 : x\ (x +x{):x 2 (x Q +xi )). 

Nous avons donc deg(/ 2 ) = deg(/) 2 — 2. Lors du calcul de f 2 nous avons pu « factoriser » par 
xox 2 ; ceci traduit, entre autres, le phénomène géométrique suivant : la droite d'équation x 2 = 
est contractée sur (0:1:0) qui est un point d'indétermination de / 




/ (0:1:0) 

x 2 = 

Ceci a conduit à introduire la notion suivante ([FS95]) : / est algébriquement stable si l'une 
des propriétés équivalentes suivantes est vérifiée 

- (deg/») = (deg/)" V«>0; 

- il n'existe pas de courbe C de S telle que f n (c) soit un point d'indétermination de / pour 
un certain n. 

Il y a d'autres façons de caractériser la stabilité algébrique (voir par exemple [DJS07]). 

DlLLER et Favre montrent que pour toute transformation birationnelle /, il existe une 
modification propre £ : S — > P 2 (C) telle que £ _1 / e s °it algébriquement stable ([DF01], théo- 
rème 0.1). 

Introduisons un invariant birationnel. Soient /, g deux transformations de CREMONA ; en 
général on a deg / / deg^/g -1 ). Par contre il existe deux constantes positives a, [3 telles que 

V « G N, a deg/" < degfe/V 1 ) < P deg/"; 
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la croissance des degrés de /" est donc un invariant birationnel. D'où la définition suivante : 
soit / une transformation de CREMONA ; on appelle premier degré dynamique de / la quantité 

À(/)=liminf(de g r) 1 /". 

On dit qu'une transformation de CREMONA / est un automorphisme sur la surface S s'il 
existe une transformation birationnelle (]) : P 2 (C) — +5 telle que §f§~ 1 soit un automorphisme 
de S; on notera Aut(S) le groupe des automorphismes de S. 

DlLLER et FAVRE ont donné une classification des transformations birationnelles à conju- 
gaison près. 

Théorème 14 ([DF01], théorème 0.2). — Soitf une transformation de CREMONA. À conju- 
gaison birationnelle près elle satisfait une et une seule des propriétés suivantes 

- la croissance des degrés est bornée (Le. degf" = o(l)), f est un automorphisme sur une 
certaine surface rationnelle S et un itéré de f appartient à la composante neutre de Aut(S); 

- la croissance des degrés est linéaire (Le. degf" ~ n), auquel cas f préserve une unique 
hbration rationnelle et n'est pas birationnellement conjugué à un automorphisme ; 

- la croissance des degrés est quadratique (Le. deg/" ~ n 2 ) alors f est un automorphisme 
qui préserve une unique hbration elliptique ; 

- la croissance des degrés est exponentielle (Le. degf" ~ oc' 1 , a > 1). 

Dans les trois premières éventualités X(f) = 1, dans la dernière X(f) > 1. 
Dans ce même article on trouve une estimation du nombre de points périodiques d'un élé- 
ment générique du groupe de CREMONA de degré d>2. 

Théorème 15 ([DF01]). — Soit f une transformation de CREMONA algébriquement stable. 
Supposons que f ne soit pas un automorphisme de P 2 (C) et n'ait pas de courbe de points 
périodiques. Notons Perj. le nombre de points périodiques de période (divisant) k. Il existe une 
constante C > telle que pour tout k > on ait 

\Per k -X(f) k \<C. 

Nous allons voir que sous certaines hypothèses il y a abondance de points périodiques hy- 
perboliques (voir Chapitre 4). Une transformation birationnelle / de P 2 (C) vérifie la condition 
de BEDFORD et DlLLER (voir [BD05]) si 

I TTWllogCdista^Indr 1 ),^/))! <- 

n>0 A \J) 

où dist désigne la distance de Fubini-Study. 
On peut énoncer le 

Théorème 16 ([BD05, Duj06]). — Soitf un élément du groupe de CREMONA n 'appartenant 
pas à Aut(P 2 (C)). Supposons que f vérifie la condition de BEDFORD et DlLLER. Alors f pos- 
sède une infinité de points périodiques hyperboliques qui s'équidistribuent suivant une mesure 
de probabilité f -invariante. 
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Bien que de nature algébrique les énoncés qui suivent ont été établis à partir de techniques de 
dynamique complexe. Les représentations linéaires des réseaux de groupes de Lie réels simples 
de rang réel strictement supérieur à 1 ont été étudiées par MARGULIS ([Mar91, VGSOO]) ; 
afin de généraliser les travaux de celui-ci aux représentations non linéaires des réseaux sur 
les variétés compactes ZlMMER établit un programme ([Zim84, Zim86, Zim87a, Zim87b]). 
DÉSERTI s'intéresse à une version birationnelle de ce programme. 

Théorème 17 ([Dés06a]). — Soient F un sous-groupe d'indice fini de SLj(Z) et p un mor- 
phisme injectif de F dans le groupe de CREMONA. Alors, à conjugaison birationnelle près, p 
coïncide avec le plongement canonique ou la contragrédiente (Le. l'involution u ^ hi~ l ). 

On obtient comme conséquence le 

Corollaire 18 ([Dés06a]). — Soit F un sous-groupe d'indice fini de SL„(Z). Dès que n > 4 le 
groupe F ne se plonge pas dans Bir(P 2 (C)). 

Dans le même esprit mais avec des méthodes différentes Cantat montre le 

Théorème 19 ([Can06]). — Soient F un groupe de Kazdhan' 4 ) discret et p un morphisme 
de F dans le groupe de CREMONA. Ou bien p(F) est Uni, ou bien p(F) est conjugué à un 
sous-groupe de Aut(P 2 (C)) = PGL 3 (C). 

Le Théorème 17 appliqué à F = SL3(Z) permet de décrire le semi-groupe des endomor- 
phismes de Bir(P 2 (C)); en particulier 

Théorème 20 ([Dés07a]). — Le groupe de CREMONA est hopfïen, Le. tout endomorphisme 
surjectifde Bir(P 2 (C)) est bijectif. 

Plus précisément soit (p un endomorphisme non trivial de Bir(P (C)); il existe un plonge- 
ment de corps x de C dans lui-même et une transformation birationnelle \|/ telle que 

cp(/)=x( ¥ / ¥ - 1 ), V/GBir(P 2 (C)). 
Notons qu'on retrouve en particulier le Théorème 12. 

Certaines des méthodes utilisées pour démontrer le Théorème 17 associées à d'autres argu- 
ments permettent de décrire les sous-groupes nilpotents de Bir(P 2 (C)). 

Théorème 21 ([Dés07b]). — Soient G un sous-groupe nilpotent, non abélien à indice Uni près 
et p un morphisme injectif de G dans Bir(P 2 (C)). Le groupe G satisfait l'une des propriétés 
suivantes 

- à indice fini près le premier groupe dérivé^ de G est abélien ; 

- tous les éléments de G sont de torsion. 

' 4 ' Les groupes de KAZDHAN sont caractérisés par la propriété suivante : un groupe G est de KAZDHAN (ou a la 
propriété (T) de KAZDHAN) si toute action de G par isométrie sur un espace hyperbolique réel ou complexe a un 
point fixe global [Del77, Gui77]. 

( 5 ) Le premier groupe dérivé de G est (abcT 1 b~ 1 | a, beG). 
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Ces énoncés confortent l'idée qu'en un certain sens le groupe Bir(P 2 (C)) se comporte 
comme un groupe linéaire (de rang 2) : outre l'alternative de TlTS on ne peut pas immerger 
dans Bir(P 2 (C)) les réseaux SL„(Z) et leurs sous-groupes d'indice fini pour n > 4 au même 
titre que dans PGL3(C). 

Ce qui précède ne prétend pas bien sûr être une présentation exhaustive des travaux concer- 
nant le groupe de CREMONA mais un point de vue partiel proche des préoccupations des au- 
teurs. 

Plusieurs mémoires de synthèse sont disponibles ; citons en particulier [Cob61, Coo59, 
God53, Hud27, SR85]. Par exemple les chapitres 6, 7 et 8 du tome 4 de [Coo59] sont consacrés 
aux transformations de CREMONA ; on y trouve les notions de points éclatés, courbes contrac- 
tées, le théorème de factorisation de Nœther. Les transformations birationnelles d'ordre < 7, 
celles ayant une courbe de points fixes de genre > 1, les sous-groupes finis de Bir(P 2 (C)) sont 
des sujets abordés. L'ouvrage d'HUDSON qui date de 1927 contient un chapitre sur les trans- 
formations birationnelles quadratiques ; toutefois l'évolution du vocabulaire et des techniques 
en rend sa lecture difficile, de plus certains arguments « génériques » propres à l'époque nous 
semblent devoir parfois être précisés. Le livre d'ALBERlCH-CARRAMlNANA est le seul ou- 
vrage récent consacré aux transformations de CREMONA ; l'auteur reprend avec le langage et 
la rigueur actuels des résultats mentionnés et/ou démontrés par les mathématiciens précédem- 
ment cités et démontre des résultats originaux. Dans tous ces mémoires ce sont essentiellement 
des propriétés algébriques qui sont étudiées, les questions de nature « dynamique » sont bien 
plus récentes. 

Venons en au contenu de ce texte dont le but essentiel est finalement de fournir au lec- 
teur suffisamment d'exemples - parfois innocents - pour permettre d'aborder des problèmes 
de nature plus difficiles voire conceptuels. Il est motivé en particulier par l'importance des 
transformations quadratiques ne serait-ce qu'au travers du théorème de Nœther ; mais elles 
interviennent profondément aussi en géométrie agébrique classique (« désingularisation des 
courbes à la Nœther » par exemple) et du point de vue de la dynamique nous offrent le pre- 
mier degré de complexité à étudier dans le même ordre d'idée que les applications de HÉNON 
que l'on peut évidemment voir dans Bir(P 2 (C)). 



Dans le premier Chapitre on cherche à comprendre dans l'espace des applications ration- 
nelles quadratiques de P 2 (C) dans lui-même le sous-ensemble constitué des transformations 
birationnelles. Soyons plus précis ; considérons l'espace Rat2 qui est le projectivisé de l'espace 
vectoriel des triplets de formes quadratiques en 3 variables complexes 



On constate que Rat2 s'identifie à P 17 (C). À un élément / de Rat2 on peut faire correspondre 
la transformation rationnelle /* : P 2 (C) — » P 2 (C) définie avec les notations précédentes par 



Rat 2 :=P{(/ ,/i,/ 2 ) \f t € 



C[xo,Xi,X 2 ]2}- 



x = (x : x x : x 2 ) — ► f'{x) = 8(/ : f\ : fi) (x), 



S 



1 



Pgcd(/o,/i,/2) 
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On note Rat* l'ensemble des transformations /* où / appartient à Rat2; visiblement Rat* 
s'identifie au quotient de Rat 2 par la relation d'équivalence / = (/ : f\ : ~ g = (so '■ gi '■ 82) 
si et seulement si la matrice 

( So Â h \ 
V 8o 81 82 ) 

est partout de rang égal à 1 . 

Notons que sur l'ouvert de ZARISKI Rat2, constitué des f = {fo'- f\'- fi) tels quepgcd(/o,/i,/2) = 1, 
l'application /•->/* est injective. Remarquons aussi que l'on peut mettre une structure algé- 
brique sur Rat* et parler en particulier d'adhérence de ZARISKI d'un sous-ensemble de Rat*. 

Dans Rat2 nous considérons 

Bir2 := {/ G Rat 2 | f soit birationnelle } 

et nous notons Bir* C Rat* le sous-ensemble correspondant. 

Il y a sur Rat2 (resp. Rat*) deux actions naturelles, toutes les deux laissant Bir2 (resp. Bir*) 
invariant. La première est l'action de Aut(P 2 (C)) ~ PGL3(C) par conjugaison dynamique 
sur Rat2 

PGL 3 (C) x Rat 2 -»• Rat 2 , (A,f) ^ AfA~ l . 

Cette action passe bien sûr au quotient Rat* : (A,f°) i-> Af'A~ l . L'orbite d'un élément / 
de Rat2 (resp. Rat*) pour cette action sera notée Od yn (f) (resp. Od yn (/*))• 

La seconde de nature algébrico-géométrique est attachée au point de vue « réseaux homaloï- 
daux ». C'est une action du produit PGL 3 (C) x PGL 3 (C), appelée action gauche-droite (g.d.), 
qui se définit comme suit 

PGL 3 (C) x PGL 3 (C) x Rat 2 -► Rat 2 , (A,B,f)^AfB~ l . 

Comme précédemment cette action passe au quotient Rat*. L'orbite d'un élément / est notée 
ici O g . d Xf). 

Considérons le projectivisé de l'espace C[;co,*i,*2]3 des polynômes homogènes de degré 3. 
C'est un P 9 (C) sur lequel PGL 3 (C) agit de façon naturelle : c'est la projectivisation de l'action 

de GL 3 (C) sur C[jgo,*i,jc2]3 

(S,cp) i — > cp o B ^ . 

Les orbites génériques sont de dimension 8, ainsi cette action induit un feuilletage singulier 
sur P 9 (C), feuilletage qui possède une intégrale première rationnelle / qui n'est autre que 
l'invariant des courbes elliptiques ([Har95]). Introduisons maintenant l'application rationnelle 

detjac : Rat 2 ~ P 17 (C) -► P 9 (C) 

provenant de l'application homogène 

(/(1 , / „ /2) „ dM («^ 
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L'action gauche-droite induit sur Rat2 un feuilletage singulier de codimension 1 noté les 
feuilles génériques de ë% étant les g.d. orbites génériques. Il se trouve que l'application ration- 
nelle /odetjac en est une intégrale première rationnelle. Nous étudierons relativement préci- 
sément ce feuilletage Si. En particulier nous verrons que l'adhérence ordinaire Bir2 de Bir2 
dans Rat2 est une certaine composante irréductible de l'ensemble singulier du lieu singulier 
de L'espace BÙ2, qui est comme on vient de le dire irréductible, n'est pas lisse. Il s'agit 
en fait d'une « variété rationnelle déterminantielle » de dimension 14. Par contre l'espace Bir2 
est lui lisse : donnons-en une brève description. On vérifie qu'un élément / de Rat2 induit une 
transformation birationnelle si et seulement si (ceci sera précisé dans le texte) l'application 
correspondante /* contracte les zéros de detjac/. La configuration de ces zéros est alors l'une 
des suivantes 

\ (2) 

\ -| (3) 

Le. correspond aux configurations de triplets de droites (excepté la configuration de trois droites 
concourantes) auxquelles on ajoute la configuration vide (cette configuration est associée aux 
éléments / de BÙ2 \ BÙ2 tels que /* soit un isomorphisme linéaire). De façon duale on constate 
que les configurations de points d'indétermination sont 

o o 

OO O O 

(2) (3) 

Pour i = 1, 2, 3 on note E ! l'ensemble des éléments / de Bir2 tels que /* ait i points d'indé- 
termination ; E° désigne l'ensemble des éléments de Rat2 du type / = £(£o,£i,£2) où £ et les di- 
sent des formes linéaires, les £j étant indépendantes. En fait 

Z° = {/ g Rat 2 | f G Aut(P 2 (C))} 

correspond exactement aux configurations vides ci-dessus. Avec les notations précédentes on a 

(Z )* = PGL 3 (C), (If)' ~ I! pour i = 1,2,3. 

Les isomorphismes (£')* ~ £' justifieront la confusion parfois abusive des notations / et f*. 
Les Z 1 sont en fait des orbites de l'action gauche-droite, plus précisément 

= O g . d .{x {x Q :x l :x 2 )), Z 1 = O g ,d,(%), £ 2 = 0^.(p), ^ = O g . d .{^)- 
Les dimensions de ces orbites sont les suivantes 

dimZ = 10, dimZ 1 = 12, dimZ 2 = 13, dimZ 3 = 14 

et l'on a 

Bir 2 = z ur 1 ur 2 uz 3 . 
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On peut de plus mentionner les relations d'incidence suivantes (les adhérences sont prises 
dans BÙ2) 

£0 = 1°, z r = r°ur 1 , Ë2 = £ ur 1 ur 2 , Bir 2 = ï J = i°ur 1 ur 2 uz 3 . 

Ces relations d'incidence se prolongent évidemment aux (£')* dans Bir*. 

Dans une session de problèmes ([Bro76]), lors du congrès international de Moscou, Mum- 
FORD propose ce qui suit^. 

"Let G = AutcC(xo,xi) be the CREMONA group (...) The problem is to topo- 
logize G and associate to it a Lie algebra consisting, roughly, of those mero- 
morphic vector fields D on P 2 (C) wich "integrate" into an analytic family of 
CREMONA transformations". 
Dans cette optique nous décrivons au Chapitre 2 les sous-groupes à un paramètre de trans- 
formations birationnelles quadratiques. Bien que Bir* ne soit pas un groupe, il contient de 
nombreux groupes, en particulier le groupe linéaire PGLs(C). Comme on l'a dit précédem- 
ment l'adhérence de ZARISKI d'un tel sous-groupe est naturellement munie d'une structure 
de groupe algébrique. Outre le problème posé par MUMFORD, la description systématique 
des groupes de transformations birationnelles quadratiques conduit naturellement à décrire les 
germes de flots dans Bir*. Un tel objet est la donnée d'un germe d'application holomorphe 

C,0^Bir(P 2 (C)), fh-nfc 

tel que 

4>S = id, 4>- + , = <t>;o<t>-. 

Si (|)* est non linéaire, Le. si pour t générique (j)* n'est pas dans PGL3(C), alors (j)* contracte au 
moins une droite £> t qui est ou bien immobile (c'est-à-dire indépendante de t), ou bien mobile. 
Par exemple on montre d'abord que si un germe de flot contracte une droite « mobile », ce 
germe laisse une fibration en droites invariante ; dans le même ordre d'idée on obtient que 
si un germe de flot contracte une unique droite qui est « immobile », ce germe de flot est 
polynomial... En fait comme nous le verrons, dans tous les cas un germe de flot dans Bir2 
préserve une fibration en droites. 

Donnons un résultat qui s'avérera essentiel pour la classification des flots (§2.2) : soit (j)* un 
germe de flot quadratique. Le champ de vecteurs rationnel X = ^r s'appelle le générateur 

01 t=Q 

infinitésimal de (j)*; à ce champ est associé un feuilletage algébrique noté <J X . On introduit 

((]>*) C Bir* le groupe engendré par les (|)* et ((j)*) Z son adhérence de ZARISKI dans Bir*; ce 
sont des groupes abéliens. Enfin G(%) désigne le groupe abélien algébrique maximal inclus 
dans Bir* et contenant ((j)*) . Alors 

- f x est défini par une forme fermée rationnelle ; 

- (j)* préserve une fibration rationnelle (en fait un pinceau de droites) ; 

- dimG(x) > 2. 



( 6 ) Nous remercions Daniel PANAZZOLO pour cette référence. 
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Notons qu'un tel énoncé est satisfait par n'importe quel groupe à un paramètre de PGL3(C). 
Il nous permet d'obtenir la classification à conjugaison près des groupes à un paramètre de 
transformations birationnelles quadratiques. 

En fait ce résultat se généralise en tout degré : tout germe de flot birationnel laisse une fibra- 
tion rationnelle invariante et se relève en un flot d'automorphismes sur une surface minimale. 



Dans un troisième Chapitre on implante, suivant une idée de GuiLLOT, aux transformations 
birationnelles des invariants propres aux feuilletages. A une transformation rationnelle / = 
C/b '■ fi '■ fi) on associe la 1 -forme différentielle 

(0/ = (*2/i -X]_f 2 )àxQ + (jco/2 -x 2 fo)àxi + (*i/o -*o/i)dx 2 . 

Lorsque / n'est pas un multiple de l'identité, la forme et)/ est non identiquement nulle et définit 
donc un feuilletage f (/) sur P 2 (C). Si / est de degré n, le feuilletage f (/) est de degré 
inférieur ou égal à n. Dans le cas quadratique (n = 2), l'application f : / ^ (0/ induit une 
application linéaire 

7 : Rat 2 ~P 17 (C) — >;F 2 ~P 14 (C) 
où 7 1 est le projectivisé de l'espace vectoriel des 1 -formes homogènes de degré 3 

(0 = Aodxo + Aidxi +A 2 dx 2 
satisfaisant la condition d'EULER £x;A; = 0. L'espace des feuilletages proprement dit est 
J* = 7il ~ où ~ est la relation d'équivalence (Oi ~ (02 ^ COi A (O2 = 0. 

Visiblement l'application J : Rat 2 — » J 2 est surjective. Ce qui est plus curieux c'est que 
sa restriction 7\^ lXl : Bir 2 --■> !F 2 est dominante et génériquement finie : un élément générique 
de f 2 possède exactement 35 antécédents dans Bir 2 . 

Le feuilletage J (f) n'a pas de sens dynamique particulier vis à vis de / : en général f (f) 
n'est pas invariant par /. Les transformations quadratiques / pour lesquelles cette propriété est 
satisfaite sont exactement celles qui préservent une fibration en droites fibre à fibre : dans ce 
cas f (f) est précisément cette fibration. 

Soit / une transformation birationnelle quadratique, Le. un élément générique de £ 3 ~ (£ 3 )*. 
Alors / possède 7 points spéciaux : 3 points d'indétermination et 4 points fixes. Ces 7 points 
sont exactement les points singuliers du feuilletage f (/); la position des 3 points d'indétermi- 
nation et des 4 points fixes détermine complètement l'application /. 

Un théorème de GuiLLOT ([Gui04]) affirme que pour un élément générique / de Z 3 on a 
les relations suivantes 

tr(£>/ (m) -id) \ 



nàLf det (Df {m) - id) m £ af det(D/ (m) - id) 



L 



Dfi m ) étant la différentielle de / en m, tr(Dft m \) sa trace et detD/( m ) son déterminant. Ce sont 
des relations qui lient les valeurs propres de la différentielle de / aux points fixes ; de plus ce 
sont « les seules » ([Gui07]). On peut tirer des conséquences intéressantes de ces formules. Par 
exemple pour une transformation quadratique générique, Le. avec 7 points spéciaux, les valeurs 
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propres de la partie linéaire de / aux points fixes ne peuvent toutes être de module inférieur 
strictement à 1 : les points fixes ne peuvent tous être des attracteurs. 

Les relations aux valeurs propres interviennent de façon forte dans les problèmes de clas- 
sification ; mentionnons par exemple le fait suivant : si deux transformations birationnelles 
quadratiques génériques sont birationnellement conjuguées alors elles le sont linéairement. On 
peut se demander si deux transformations birationnelles quadratiques génériques topologique- 
ment conjuguées le sont par un automorphisme holomorphe (ou anti-holomorphe) ; c'est une 
question ouverte. 



Dans le Chapitre 4 on aborde quelques exemples de propriétés dynamiques des transfor- 
mations birationnelles, en particulier quadratiques. Les notions fondamentales de stabilité al- 
gébrique et de premier degré dynamique déjà mentionnées ci-dessus sont introduites. Nous 
donnons des exemples explicites d'éléments de £ 3 qui sont algébriquement stables, exemples 
qui permettent de confirmer la généricité intuitive de cette propriété. Nous nous intéresserons 
ensuite à la présence ou non « d'objets invariants » : courbes, feuilletages. Si (]) est un élément 
du groupe de CREMONA et f un feuilletage holomorphe (singulier) sur P 2 (C), on dit que J 
est invariant par § si pour toute feuille générique L de J alors est encore une feuille 
de f . Si 7 est défini par la 1 -forme rationnelle co, alors J est invariant par (j) si et seulement si 
(j)*(0 Aco = 0. Considérons un élément A de Aut(P 2 (C)); évidemment A possède un point fixe q, 
Le. Aq = q, et l'image par A d'une droite passant par q est encore une droite passant par q. De 
sorte que A possède au moins un feuilletage invariant : la fibration rationnelle formée par les 
droites passant par q. En fait A préserve une infinité de feuilletages distincts. Par exemple si A 
est diagonalisable, on peut supposer, à conjugaison linéaire près, que A s'écrit dans la carte 
affine X2 = 1 

(x ,xi) i-> (a x ,aixi). 

On constate alors que pour chaque nombre complexe [3 la forme différentielle 

dxo _ dxi 

œp:=— + P— 
x x\ 

est invariante par A, ce qui, comme annoncé, produit une infinité de feuilletages invariants. 
Qu'en est-il pour les transformations birationnelles quadratiques ? En invoquant l'irréductibi- 
lité de Bir2 dans Rat2 et le fait qu'un automorphisme de HÉNON quadratique ne possède pas de 
feuilletage invariant ([Bru99]) on constate que génériquement un élément de Bir2 n'en possède 
pas non plus. 

De la même façon, à l'inverse des automorphismes, une transformation birationnelle qua- 
dratique générique ne possède pas de courbe invariante. Toutefois, comme nous l'avons déjà 
mentionné, l'étude des transformations ayant une courbe invariante possède une longue his- 
toire et présente un intérêt certain. Nous y apportons quelques enrichissements en utilisant les 
concepts récents de stabilité algébrique et premier degré dynamique. 

Le paragraphe §4.5 de ce chapitre est consacré à la répartition des points périodiques et des 
points d'indétermination des itérés d'une transformation birationnelle quadratique. A priori ces 
ensembles sont très compliqués ; nous montrons la densité (au sens de Zariski) générique de 
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ces deux ensembles. En utilisant la condition introduite par Bedford et DlLLER précédem- 
ment mentionnée on constate que génériquement une transformation quadratique possède une 
infinité de points périodiques hyperboliques. 

La non stabilité algébrique d'une transformation birationnelle / est reliée à un comportement 
« anormal » du degré de ses itérés f ; dans le cas quadratique ce degré doit être en principe 2" . 
Mais ce n'est pas toujours le cas, par exemple pour les transformations qui appartiennent à un 
groupe à un paramètre. Nous consacrons un paragraphe à l'étude du cas extrême, celui où le 
degré de f 2 reste égal à 2; nous en présentons la classification à conjugaison linéaire près. 

Dans le Chapitre 5 on s'intéresse à quelques propriétés algébriques du groupe Bir(P 2 (C)) 
mettant le plus souvent enjeu les transformations quadratiques. Le fait que Bir(P 2 (C)) présente 
beaucoup de propriétés de groupes linéaires amène à se poser la question suivante : existe-t- 
il une représentation fidèle de Bir(P 2 (C)) dans un groupe linéaire GL„(k) pour un certain 
corps k de caractéristique nulle ? Nous constatons en utilisant un argument de BlRKHOFF que 
la réponse est négative. 

On montre ensuite que le centralisateur dans Bir(P 2 (C)) d'un élément générique / de £ 3 est 
isomorphe à Z, Le. se réduit aux itérés de /. Puis on établit qu'un nombre fini de transforma- 
tions quadratiques choisies génériquement engendrent un groupe libre. 

Le problème de la simplicité de Bir(P 2 (C)) est un problème ouvert. Nous montrons en par- 
ticulier que si / est une transformation birationnelle quadratique ou un automorphisme linéaire 
non trivial, le sous-groupe normal engendré par / est le groupe de CREMONA tout entier ; nous 
en déduisons que Bir(P 2 (C)) est parfait. Nous montrons par exemple que le sous-groupe nor- 
mal engendré par une transformation de DE JONQUIÈRES dans Bir(P 2 (C)) est Bir(P 2 (C)) tout 
entier. 

Nous précisons le théorème de Nœther de la façon suivante : tout élément / de Bir(P 2 (C)) 
s'écrit comme un produit d'involutions quadratiques standards 

f=A 1 aA^ 1 ...A n aA-\ A,-ePGL 3 (C). 



Le Chapitre 6 est expérimental. On se propose dans des cas très spéciaux de donner une idée 
de ce que peut être la dynamique d'une application birationnelle. À cet effet nous essayons de 
représenter quelques orbites comme par exemple 
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et nous reprenons un protocole bien connu pour le tracé des ensembles de Julia des trans- 
formations rationnelles en une variable. Nous appliquons ce procédé à des transformations 
birationnelles réelles (Le. commutant à l'involution anti-holomorphe standard) 




Comme on l'a dit l'espace des transformations birationnelles quadratiques pures est lisse et 
connexe. Qu'en est-il en degré quelconque ? Le premier degré intéressant est le degré 3 pour 
la raison suivante. D'après le théorème de Nœther toute transformation birationnelle s'écrit 
comme un produit 

AocAiC.aAn, A; e Aut(P 2 (C)); 

lorsque les A, sont choisis génériquement le degré d'un tel élément est 2". Pour obtenir des 
applications birationnelles de degré d qui n'est pas une puissance de 2, il est donc nécessaire 
que les transformations A, soient assujetties à des contraintes. Le premier degré pour lequel ce 
phénomène apparaît est d = 3. Dans les traités anciens on trouve une « description » des trans- 
formations birationnelles cubiques, description qui repose sur des considérations de géométrie 
énumérative (nombre de points d'indétermination, configuration de courbes contractées). Au 
Chapitre 7 nous proposons une liste de formes normales à conjugaison gauche-droite près, la 
connexité apparaissant en dernier lieu comme sous-produit. Les techniques utilisées sont pour 
la plupart classiques : topologie du complément de certaines courbes planes, contraction des 
zéros du déterminant jacobien etc. Malheureusement dès le degré 3 on ne dispose pas de critère 
de birationnalité analogue à celui utilisé en degré 2 comme l'atteste l'exemple suivant : si / est 
la transformation ( ), le lieu d'annulation de det jac / est bien contracté alors 

que / n'est pas inversible. Toutefois si / est birationnelle, la courbe det jac / = est contrac- 
tée par / et ceci s'avère dans bon nombre de cas intéressant à exploiter. Nous montrons qu'en 
degré 3 les configurations possibles de courbes contractées sont certaines unions de droites et 
coniques schématisées par les figures suivantes. 
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{6} {7} {8} {9} {10} 




{11} {12} {13} {14} {15} 

On donnera la liste explicite, à conjugaison gauche-droite près, des transformations corres- 
pondant à ces configurations. En particulier toute transformation birationnelle cubique est à 
conjugaison dynamique près du type Af où A désigne un élément de PGL3 (C) et / un élément 
de la liste évoquée ci-dessus. Cette classification permettra d'affirmer que l'élément «géné- 
rique » présente la dernière configuration et d'établir que l'espace Bir3 des transformations 
birationnelles purement de degré 3 est de dimension 18. A conjugaison gauche-droite près 
les éléments qui présentent la configuration générique {15} forment une famille à deux para- 
mètres : alors qu'en degré 2 il y a trois orbites gauche-droite, ici il y en a une infinité. 

Nous déterminons aussi les dimensions des orbites sous l'action gauche-droite des modèles ; 
toujours à l'aide de ceux-ci on obtient que la décomposition de Nœther de tout élément de 
l'espace Bir3 des transformations birationnelles de degré inférieur ou égal à 3 fait intervenir au 
plus huit fois l'involution de CREMONA. 

On note que toutes les configurations de dégénérescence de la figure {15} n'apparaissent 
pas. En degré 2 il y a déjà un phénomène analogue : la configuration de trois droites concou- 
rantes n'est pas réalisée comme ensemble exceptionnel d'une transformation birationnelle qua- 
dratique. 

Notons l'ensemble des transformations birationnelles purement cubiques de configura- 
tion {15}. Nous établissons que l'adhérence ordinaire de dans Bh-3 est Birç. Nous montrons 
que Bir3 est irréductible (en fait rationnellement connexe) ; par contre alors que Bir2 est lisse 
et irréductible nous verrons qu'il n'en est pas de même pour Bir3 vu dans P 29 (C) ~ Rat3. 

En utilisant la « correspondance feuilletages-transformations birationnelles » on obtient 
qu'un élément générique de Bù-3 possède 5 points fixes, tous de multiplicité 1, et 5 points 
d'indétermination, 1 de multiplicité 4, les autres de multiplicité 1. De plus toute transformation 
birationnelle cubique générique est déterminée par la position de ses 5 points fixes et de ses 5 
points d'indétermination affectés de leur multiplicité. 
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CHAPITRE 1 



TRANSFORMATIONS RATIONNELLES ET 
BIRATIONNELLES QUADRATIQUES 



1.1. Quelques définitions et notations 



Nous généralisons et précisons les notations présentées dans l'Introduction. On désigne 
par Rat, le projectivisé de l'espace des triplets de polynômes homogènes de degré k en 3 
variables 

Rat, = P{(/ : h ■ Si) I Si G C[x , Xl ,x 2 ] k }. 

Le degré d'un élément / = (/o : /i '■ fi) de Rat, est le degré des fi. 

À un élément / = (/o : Si : Si) àe Rat, on associe la transformation birationnelle 

f =S(/ :/i :/2), 5 = f f \ 

Pgca(/ ,/i,/ 2 ) 

Soit / un élément de Rat,; on dit que f = {fo '■ fi '■ fi) est purement de degré k si les Si 

o 

n'ont pas de facteur commun. L'ensemble des éléments purement de degré k est noté Rat,. 
Alors que Rat, s'identifie à un espace projectif, l'espace Rat, en est un ouvert de ZARISKI. 
Un élément de Rat, \ Rat, s'écrit \\fg = (\\fg Q : : \|/g 2 ) où g appartient à un certain Rafy, 
avec £ < k, et \|/ est un polynôme homogène de degré k — t. On note Rat l'ensemble des 
transformations rationnelles de P 2 (C) dans lui-même : c'est l'union [J Rat,. C'est aussi la 

k>\ 

limite projective des Rat* avec 

Rat£ = {r l/GRat,}. 

Remarquons que si l'élément / de Rat, est purement de degré k alors / s'identifie à /*. Ceci 
signifie que l'application 

Rat, -> Rat* 

est injective. Dans la suite lorsqu'il n'y a aucune ambiguïté on utilisera donc la notation / 
aussi bien pour les éléments de Rat, que pour ceux de Rat* . De même nous dirons abusivement 
qu'un élément de Rat, « est » une transformation rationnelle. 

L'espace Rat contient le groupe des transformations birationnelles de P 2 (C), encore appelé 
groupe de CREMONA, que l'on note Bir(P 2 (C)). Il est parfois plus commode de travailler 
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dans les espaces Rat* que dans les Rat*. Aussi nous désignons par Bir* C Rat* l'ensemble 

o 

des transformations / de Rat* telles que f soit inversible et par Bir* C Bir* l'ensemble des 
transformations birationnelles qui sont purement de degré k. On pose 

Bir* = {r l/GBir,} 

Le groupe de CREMONA s'identifie alors à [J Bir*. On constate que Biri — PGL3(C) est le 

k>\ 

groupe des automorphismes de P 2 (C) ; visiblement Biri — Bir* = Biri. L'espace Rati s'iden- 
tifie à P 8 (C) et Rati est le projectivisé des matrices de rang supérieur ou égal à 2. 

Dans ce mémoire nous allons décrire les espaces Bir/; et Bir* pour des petits entiers, préci- 
sément pour k = 2 et k = 3. Par exemple pour k = 2 l'inclusion Bir 2 C BÙ2 est stricte. En effet 
si A est un élément de PGL3(C) et £ une forme linéaire, IA est dans Bir 2 mais pas dans Bir2. 

Sur l'espace Rat* il y a deux actions naturelles. La première est l'action de PGL3(C) par 
conjugaison dynamique 

PGL 3 (C) x Ra^ Rat*, (A, Q) i-> AQA~ l 

et la seconde l'action statique que nous appellerons plutôt conjugaison gauche-droite (g.d.) 
de(PGL 3 (C)) 2 

PGL 3 (C) x Rat* x PGL 3 (C) -► Rat*, (A,Q,B) ^AQB~ l . 

Notons que les ensembles Rat*, Bir* et Bir* sont invariants sous ces deux actions. Nous allons 
plus loin nous intéresser à quelques orbites de ces actions. L'orbite d'un élément Q de Rat* sous 
l'action de PGL^C) par conjugaison dynamique (resp. sous l'action g.d.) est notée Od yn (Q) 
(resp. O g . d XQ)). 

Considérons / = (/o : f\ : f 2 ) dans Bir*. Nous notons Ind / (ou Ind /*) le lieu d'indéter- 
mination de /, c'est le lieu d'annulation des polynômes fi. Les points de Ind / sont les points 
d'indétermination de /. L'ensemble Exc / (ou Exc /*) désignera l'ensemble exceptionnel 
de /, Le. l'ensemble des courbes contractées par /; c'est « l'image » par f~ l de Ind f~ l . On 
dit que / éclate les points de Ind / et contracte les courbes de Exc /. 

Exemples. — Soit a la transformation de CREMONA définie par 

P 2 (C) ---> P 2 (C), (x Q : x\ : x 2 ) i-> {x\X2 : x x 2 : xqx\). 

Notons que o est une involution dont le lieu d'indétermination et l'ensemble exceptionnel sont 

Ind a = {(1 : : 0), (0:1:0), (0 : : 1)}, Exc a = {x = 0, x\ = 0, x 2 = 0}. 

L'élément p = (xqx\ : x\ : x\X2) de Bir(P 2 (C)) a deux points d'indétermination qui sont 
(0 : 1 : 0) et (1 : : 0); les droites contractées par p ont pour équation x 2 = 0, resp. x\ = 0. 
Soit x la transformation définie par (xq : xoxi : x\ — X0X2); on a 

lndx = {(0:0: 1)}, Excx = {x =0}. 

Remarquons que p et x sont aussi des involutions. 

Les trois éléments a, p et x sont birationnellement conjugués à des involutions de PGL3(C) 
(voir [DI] par exemple). 
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1.2. Transformations rationnelles quadratiques 

Soit C[xo,xi,x 2 ] v l'ensemble des polynômes homogènes de degré v dans C 3 . Considérons 
l'application rationnelle det jac définie par 

det jac : Rat2 — > P(C[xo,xi,x 2 ]3) ~ { courbes de degré 3 }, [Q] i-> [det jac Q = 0]. 



Remarque 1.1. — L'application det jac n'est pas définie pour les applications [Q] telles que 
det jac <2=0; une telle application est à conjugaison g.d. près du type 

(£2o : £2i : 0) ou bien (xq : x\ : x xi). 

En effet soit Q une transformation rationnelle quadratique telle que det jac £2=0; notons £2, 
les composantes de Q. 

Supposons que Qq soit de rang maximal, par exemple <2o = - e — 2 i — on P eut a l° rs se rame- 
ner à 

Q l =ax X2 + bxox 1 +qi(xi,x 2 ), Q 2 = cx x 1 +q2(xi,x 2 ), qt G C[xi,x 2 ] 2 . 

Un calcul montre que le coefficient de x ( 3 } dans det jac Q est — ac; nous sommes donc dans l'une 
des situations suivantes 

a / 0, c = 0; a = 0, c / 0; a = c = 0. 

Si a ^ et c = l'égalité det jac Q = entraîne Q 2 = 0. Lorsque a = et c / on a, à partir 
de det jac Q = 0, l'égalité bQ 2 = Q\ . Enfin lorsque acte sont nuls det jac Q = implique que 

- ou bien q 2 =0 d'où (22 = 0; 

- ou bien b = et q\ et g 2 sont C-colinéaires, par suite (2i et £22 sont C-colinéaires. 
Le cas où £2o n'est pas de rang maximum se traite de la même façon. 

Proposition 1.2. — L'application det jac est surjective. 

Démonstration. — Le déterminant jacobien de l'involution de CREMONA s'annule sur l'union 
de trois droites en position générale. 

Soit £2 la transformation rationnelle définie par (xq : x\ : (xo — x\)x 2 ). La courbe donnée par 
det jac £2 = [xoxi (xo — xi) = 0] est l'union de trois droites concourantes. 

Le déterminant jacobien de p (resp. x) est l'union d'une droite double et d'une droite simple 
(resp. une droite triple). 

On remarque que 

det jac ^-^Xq +x 2 : -^x x 2 + — ^ Xq - ^xj : x xi^ = [x\x 2 = x (x -x 2 )(x - ax 2 )] 

de sorte que l'on atteint toutes les cubiques ayant une forme normale de WEIERSTRASS. 

Posons £2 := (xoxi : xox 2 : x\ +xix 2 ); alors det jac £2 = [xo(xq — x\x 2 ) = 0] est l'union d'une 
conique et d'une droite en position générale. 
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Ensuite pour la transformation Q définie par 

(x\ : Xq + 2x x 2 : x 2 , +x xi +xix 2 ) 

on a det jac Q = [x\ (2xq — X1X2) = 0] qui est l'union d'une conique et d'une droite tangente à 
cette conique. 

Considérons E l'espace vectoriel des matrices 3x3 dont les coefficients sont des formes 
linéaires ; E est de dimension 27. Soit F le sous-espace linéaire de E formé des matrices ja- 
cobiennes d'applications rationnelles quadratiques ; on remarque que dimF = 18. Soit det le 
morphisme algébrique défini par 

det: £" ^ C[xo,xi,X2]3, A^detA. 

D'après ce qui précède l'image de det contient toutes les cubiques planes sauf éventuellement 
la cubique cuspidale. Considérons la matrice 



X() 





Xi 


x 2 


x 








X2 


X() 



ce n'est pas la matrice jacobienne d'une transformation rationnelle quadratique mais 

det A = Xq +xix 2 . 

L'application det est donc surjective ; en particulier ses fibres sont non vides et donc de dimen- 
sion au moins 27 — 10 = 17. Puisque F est de dimension 18 et E de dimension 27 la fibre de 
det ^7 au dessus de toute cubique plane est de dimension strictement positive ; en particulier la 
cubique cuspidale est atteinte par det jac. 

Ainsi on obtient à conjugaison près toutes les cubiques planes. Pour conclure il suffit de faire 
agir l'action gauche-droite. □ 

1.3. Critère de birationnalité 

Nous allons donner une présentation de la classification des transformations birationnelles 
quadratiques qui repose sur des arguments s 'appuyant sur des remarques élémentaires. No- 
tons que la Proposition 1.4 qui suit n'est pas un énoncé original {voir par exemple [AC02], 
Proposition 3.5.3.) ; le point de vue abordé ici est toutefois différent du point de vue classique. 

Soient g une transformation rationnelle et Vf un polynôme homogène en trois variables. 
Rappelons que g contracte \|/ si l'image par g de la courbe [\|/ = 0] \Ind g est un ensemble fini. 

Soit / : C 3 — > C 3 une application polynomiale homogène de degré v; on note fi les compo- 
santes de / et on suppose que pgcd(/o,/i,/2) = 1. Les points critiques de / sont les zéros de 
det jac /; ils forment l'ensemble c(f). Soit f = f : P 2 (C) — » P 2 (C) l'application ration- 
nelle induite par /; par hypothèse / est dominante. On désigne encore par c(f) l'adhérence 
du lieu critique de la restriction de / à P 2 (C) \Ind /; si v > 2 cet ensemble est une courbe 
algébrique propre. Un calcul local élémentaire montre que C (f) est exactement le projectivisé 
deC(/). 
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Remarque 1.3. — En général une transformation rationnelle ne contracte pas det jac / (c'est 
par exemple le cas pour / = (xq : x\ : xfy). 

Proposition 1.4. — Soitf une transformation birationnelle de P 2 (C) dans lui-même ; det jac / 
est contracté par f. 

Démonstration. — Nous allons raisonner par l'absurde. Soit Y une composante irréductible 
de C (/) • Supposons que Y ne soit pas contractée par /; alors f(Y \ Ind /) est une courbe Y'. On 
se donne un point générique m de Y; en m, la transformation / est holomorphe, Y est lisse et /j r 
est une submersion de r m sur Y' m , où m' = fini). A conjugaison par des difféomorphismes 
locaux à la source et au but près, on peut supposer que m = m 1 = et que Y m = Y' m , = (jq = 0). 
Le théorème de la fonction inverse assure qu'on peut se ramener au voisinage de à 

f(xo,0) = (x ,0); 

dit autrement il existe gi, g2 deux fonctions holomorphes telles que 

/(x ,xi) = {xo+xigi(x ,xi),xig 2 (xo,x 1 )). 

Toujours par inversion locale on peut supposer que f(xo,xi) = (xo,xi\\f(xQ,xi)). Puisque 

det(jac/) =\\f(x ,xi) +xi-^-(x ,xi) 

doit s'annuler sur x\ = on a \|/(xo,0) = 0. Il en résulte que / s'écrit 

(x ,XiÇ(x ,xi)), avec k> 2, Ç(x ,0)^0. 

Quitte à se placer en un point voisin de sur x\ = 0, on peut supposer que Ç(0,0) est non 
nul de sorte qu'à conjugaison locale à la source et au but près / est de la forme (xq,x\). Or 
une application birationnelle est génériquement localement inversible ce qui n'est pas le cas 
pour (xo,Xj) lorsque k > 2. □ 

Si A, B sont deux éléments de PGL 3 (C) et Q = AoB (resp. Q = ApB, resp. Q = AxB), alors 
det jac Q est l'union de trois droites en position générale (resp. l'union d'une droite double 
et d'une droite simple, resp. une droite triple). Nous allons donner un critère qui permet de 
déterminer si une transformation quadratique rationnelle est birationnelle. 

Théorème 1.5. — Soit Q une transformation rationnelle purement quadratique non dégénérée 
(Le. det jac Q ^ 0). Supposons que Q contracte det jac Q; alors det jac Q est l'union de trois 
droites non concourantes et Q est birationnelle. 
De plus 

- si det jac Q est l'union de trois droites en position générale, Q est, à équivalence g.d. près, 
l'involution de Cremona a; 

- si det jac Q est l'union d'une droite double et d'une droite simple, Q coïncide, à conjugai- 
son g.d. près, avec p; 

- enfin si det jac Q est une droite triple, Q appartient à O g ,d,(x). 

Corollaire 1.6. — Une transformation rationnelle quadratique de P 2 (C) dans lui-même ap- 
partient à I? si et seulement si elle admet trois points d'indétermination. 
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Remarque 1.7. — Une transformation birationnelle Q de P 2 (C) dans lui-même contracte det jac Q 
et ne contracte pas d'autre courbe. On peut se demander si le critère de birationnalité du Théo- 
rème 1.5 est encore valable en degré strictement supérieur à 2; la réponse est non. On a dès 
le degré 3 des exemples d'éléments Q qui contractent det jac Q mais ne sont pas birationnels 
comme l'atteste la transformation (xqXi : xox 2 : xfx 2 ). Remarquons que si ce critère de bira- 
tionnalité était valable en tout degré, il impliquerait la conjecture du jacobien de façon plus ou 
moins triviale. 

Démonstration du Théorème 1.5. — Montrons que det jac Q est l'union de trois droites. 

Supposons det jac Q irréductible. Posons Q := (Qq : <2i : Qi)- À composition à gauche près 
on peut supposer que det jac Q est contracté sur (1 : : 0); alors det(jac Q) divise (? 2 et Q3 : 
impossible. 

De la même façon si det jac Q = Lq avec L est linéaire et q quadratique non dégénérée, on 
peut se ramener à : q = est contracté sur (1 : : 0); alors Q s'écrit (qi : q : aq) et donc est 
dégénérée. 

Ainsi det (jac Q) est le produit de trois formes linéaires. 

Étudions le cas où, à conjugaison près, det jac Q = xoXix 2 . Si les droites xq = et x\ = sont 
contractées sur un même point, disons (1:0:0), alors Q est de la forme (q : xqXi : Ottoxi) qui est 
dégénérée. Les droites xq = 0, x\ = et X2 = sont donc contractées sur trois points distincts. 
Un calcul direct montre qu'ils ne peuvent être alignés. On se ramène alors au cas où xo = 
(resp. x\ = 0, resp. X2 = 0) est contractée sur (1 : : 0) (resp. (0:1:0), resp. (0 : : 1)) ; on 
constate alors que Q est l'involution de CREMONA à conjugaison près. 

Considérons l'éventualité où det jac Q a deux branches xq = et X2 = 0. D'après ce que 
l'on vient de voir, les droites xq = et X2 = sont contractées sur deux points distincts, par 
exemple (1 : : 0) et (0 : 1 : 0). La transformation Q s'écrit donc, à équivalence g.d. près, 

Q = (x 2 (otti + (k 2 ) : x (yxo + 8x1) : x Q x 2 ). 

Pour que det jac Q ait deux branches il faut que ad = 0. Un calcul direct montre que Q est 
birationnelle dès que [38 — ay/ et en fait g.d. équivalente à p. 

On s'intéresse au cas où det(jac Q) = x\. On peut supposer que x 2 = est contractée sur 
(1 : : 0); alors Q = (q : x 2 ^i : x 2 ^ 2 ) où q désigne une forme quadratique et les lj des formes 
linéaires. 

- Si (x 2 ,^i,£ 2 ) est un système de coordonnées, on peut écrire à conjugaison près 

Q = (q : xox 2 : xix 2 ) , q = ax + bxj + cx\ + dx^x\ . 

Le calcul explicite de det(jac Q)s conduit ha = b = d = 0, Le. ou bien Q est dégénérée, 
ou bien Q représente une transformation linéaire, toutes choses exclues. 

- Supposons que (x2,£\,h) ne soit pas un système de coordonnées, Le. 

l x = ax 2 + £(xo,xi), £ 2 = bx2 + ££(xo,xi). 
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Notons que i n'étant pas identiquement nulle (sinon Q serait dégénérée), on peut se rame- 
ner à £ = xq. À équivalence g.d. près Q est de la forme (q : X(>x 2 : x\). Un calcul explicite 
conduit à det(jac Q) = — 2x 2 J^-; par suite J^- est divisible par x 2 autrement dit q est du 
type ax 2 + (3xox 2 +yxl + 8x1X2. Toujours à équivalence g.d. près, on obtient Q = x. 

Pour finir abordons la possibilité : det(jac Q) =xoXi(xo — x\). Comme on l'a vu les droites 
xo = et x\ =0 sont contractées sur deux points distincts que l'on va supposer être (1:0:0) 
et (0 : 1 : 0). Il s'en suit que Q est de la forme 

(xi(ûx + faci + cx 2 ) :x (ocxo + Pxi +yx 2 ) :x xi), a, b, c, a, p\ yeC. 

On constate que l'image de la droite xq = x\ par Q est 

((a + b)xQ + cx 2 : (oc + P)x + yx 2 :x ); 

c'est un point si et seulement si c et y sont nuls auquel cas Q ne dépend pas de x 2 . □ 

Posons 

Z 3 := O g . d .(a), Z 2 := O g . d .(p), Z 1 := O g . d .(%). 

Considérons une transformation birationnelle représentée par Q = £(£q : £\ : £2) où £ et les £i 
désignent des formes linéaires, les £i étant indépendantes. La droite £ = est une « droite 
contractée apparente » ; en effet l'action de Q sur P 2 (C) est évidemment celle de l'automor- 
phisme (£ Q : £\ : £ 2 ) de P 2 (C). On notera Z° l'ensemble de ces transformations 

Z° = {£(£q : £\ : £2) \ £, li formes linéaires, les £j étant indépendantes}. 

Les éléments de Z° seront abusivement appelés linéaires ; en fait c'est l'ensemble 

(z°r = {r 

qui s'identifie à PGL 3 (C). On a Z° = O g , 4. (xo(xo : x\ : x 2 )) : à conjugaison gauche-droite près 
un élément de la forme £A s'écrit xqA' puis xoid. Cette approche permet de voir les dégénéres- 
cences de transformations quadratiques sur des applications linéaires. 

Un automorphisme polynomial de C 2 est appelé automorphisme de HÉNON s'il s'écrit (à 
conjugaison affine près) 

(xi, J P(xi)-ôx ), PeC[ Xl ], degP>2, 8 € C*. 

D'après le Théorème 1.5 le prolongement à P 2 (C) de tout automorphisme de HÉNON quadra- 
tique appartient à Z 1 . 

Remarquons qu'un élément de Z' compte i points d'indétermination et i courbes contractées. 

Un élément de Z' ne peut être linéairement conjugué à un élément de Z ; où j / i; par 
contre ils peuvent l'être birationnellement : on a par exemple signalé précédemment que les 
involutions a, p et X sont dynamiquement conjuguées à des involutions de PGLs(C). Toutefois 
des arguments que nous développerons au Chapitre 3 montrent qu'un élément générique de Z', 
pour i > 1, n'est pas birationnellement conjugué à une transformation linéaire. 
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Corollaire 1.8. — On a 

Bir 2 =£ 1 UZ 2 UZ 3 , Bir 2 = ^UZ 1 UZ 2 UZ 3 . 

Remarques 1.9. — 

- Une décomposition de Nœther de p est 

(x 2 —x\ : x\ -xo : xi)a(xi +x 2 : x 2 : x )a(x +x 2 :x\-x 2 : x 2 ) 

qu'il faudrait en toute légitimité écrire 

p* = ({x 2 — x\ : x\ — xo : x\)o(x\ +x 2 : x 2 : xq)c(xq + x 2 :x\—x 2 : x 2 ))' . 

On retrouve donc le fait classique suivant déjà énoncé dans [Hud27, AC02] : pour toute 
transformation birationnelle quadratique Q ayant deux points d'indétermination il existe 
il, t 2 et £3 dans PGL3(C) tels que Q = £ia£ 2 o£j. En particulier la détermination des 
transformations linéaires i telle que a£a soit quadratique mérite attention (voir Chapitre 
4). 

- La transformation x = (xq : x^x\ : x\—xqx 2 ), qui s'écrit aussi iiOi^l^Gl^Gls avec 

Il = (xi -xo : 2xi -x :x 2 -xi +x ), i 2 = (xq +x 2 : x : xi), 

£3 = {—xi : x +x 2 - 3xi : x ), £4 = (x + x 2 : x : xi), 

£5 = {xi -xo : -2xo + x 2 : 2x -xi), 

est dans E . Il s'en suit que tout élément de Z 1 est de la forme £ig£ 2 o£3g£/ig£s avec £i 
dans PGL3(C) (voir [Hud27, AC02]). La réciproque est fausse au sens où tout élément 
du type 

£io£ 2 a£ 3 a£ 4 o£ 5 

n'appartient pas à Z 1 ; génériquement (sur le choix des £f) un tel élément est de degré 16. 

1.4. Relations et transformations birationnelles, second critère de birationnalité 

Soit Q = (<2o : Qi : Q 2 ) une transformation rationnelle de P 2 (C); on appelle relation linéaire 
de Q tout triplet L = (Lq,Li,L 2 ) de formes linéaires satisfaisant 

L0Q0 + L1Q1+ L 2 Q 2 = 0. 

On note RL(<2) le C-espace vectoriel des relations linéaires de Q. On observe que la dimen- 
sion e(<2) de RL(<2) est invariante sous l'action gauche-droite. Rappelons le résultat classique 
suivant. 

Proposition 1.10 ([Tou72]). — Soient fi des germes de fonctions holomorphes à l'ori- 

gine de C n tels que {fi =...=/„ = 0} = {0}. Alors le O (C n ,0) -module des relations 

R(f) :={a=(ai,... ,a n ) G O (C",0) | ai/i + . . . + a„f n = 0} 

est engendré par les relations triviales fij = (0, . . . ,0,/),0, . . . ,0,— fi,0, . . . ,0). 
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Une conséquence de cette proposition est la suivante. 

Proposition 1.11. — Soit f = (fo : f\ : f 2 ) un endomorphisme de P 2 (C), c'est-à-dire f satis- 
fait {/ = /! = h = 0} = {0}. Si degf > 2 alors RL(/) = {0}. 

Désormais nous considérons plus particulièrement les transformations quadratiques pures. 

1.4.1. Calculs explicites d'espaces de relations linéaires. — 

Nous allons calculer RL(<2) pour quelques Q typiques. 

Nous commençons par l'involution de CREMONA g. Visiblement RL(a) est engendré par 
les relations (— xo,xi,0) et (xo,0, — x 2 ). On a donc e(a) = 2; on remarque que RL(a) s'identifie 
naturellement (on représente les L par des matrices 3 x 3 à coefficient dans C) à l'algèbre de 
Lie commutative des matrices diagonales de trace nulle. Notons que si l'on tord a par conju- 
gaison diagonale, Le. on considère a a = (0C0X1X2 : <X\Xqx 2 : CC2X0X1), alors RL(a a ) s'identifie à 
l'algèbre des matrices diagonales 

" Po " 
pi 

p 2 . 

telles que OC0P0 + OC1P1 + OC2P2 = 0. L'invariance g.d. de l'entier e nous permet d'affirmer que 
pour tout élément Q dans Y? on a e(Q) = 2. 

Nous considérons maintenant la transformation p' de Z 2 définie par 

p' = {x\x 2 : x\x 2 -X0X2 ■ — *?)■ 

Un calcul élémentaire montre que 

RL(p') = {(ott + px 1 ,otti,(a + p)x 2 ) | (<x,p) G C 2 }. 

Ainsi e(p') = 2 et RL(p') s'identifie à l'algèbre de Lie commutative de dimension 2 des ma- 
trices de Jordan du type 

" a p " 

a 
_ a + p _ 

Comme précédemment pour tout élément Q de I? on a e(Q) = 2. 

Nous choisissons dans Z 1 l'élément x' défini par x' = (x\ : — x\x 2 ■ x\ — xqx 2 ). On vérifie que 

RL(x') = {(ax + Pxi,otti +Px 2 ,ax 2 ) | (oc,P) G C 2 }. 

Ici encore e(x') = 2 et RL(x') s'identifie à l'algèbre de Lie commutative constituée des matrices 
de Jordan de la forme 

" a p " 
a p . 
0a 
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Cette correspondance entre les orbites de I?, I? et Z 1 et les différents types d'algèbres de 
Lie abéliennes de dimension 2 des matrices 3 x 3 à coefficients dans C s'avère pour le moins 
curieuse, mais peut-être seulement anecdotique. 

Passons maintenant au calcul de l'invariant e pour une transformation de E°. Considérons par 
exemple l'application identité représentée dans Bir2 par id^ = (£xq : ix\ : lx-i) où t est une forme 
linéaire non triviale. On constate que RL(id<i) est indépendant du choix de t et est engendré 
par (^i,—^o,0), (x2,0,—xq) et (0,X2,— x\). En résulte que e(id^) = 3 et RL(id^) s'identifie à 
l'algèbre de Lie simple de dimension 3 des matrices 3x3 antisymétriques. Évidemment e(Q) 
vaut 3 pour tout élément Q de E°. 

Nous avons établi la : 

Proposition 1.12. — Soit Q une transformation birationnelle quadratique. Alors 

- Q appartient à £ si et seulement si e(<2) = 3; 

- Q est purement quadratique si et seulement e(Q) = 2. 

Comme on l'a vu il y a dans l'adhérence de BÙ2 dans P 17 (C) des éléments dégénérés Q 
pour lesquels les espaces RL(Q) se calculent aisément. En voici quelques uns 

RL(xq : x\ : 0) = {(0,0,£) | l forme linéaire} 

est de dimension 3 et c'est encore une algèbre de Lie ; 

RL(^q \x\ :xqxi) = {(otti,Px ,-co:o-P^i) | (oc, [3) G C 2 } 

est de dimension 2. 

1.4.2. Critère de birationnalité. — 

Remarquons que si Q est birationnelle purement quadratique, RL(<2) contient un élément L 
qui, vu comme endomorphisme de C 3 , est inversible. Ce n'est plus le cas pour les transforma- 
tions Q de E°; les éléments de RL(<2) sont alors tous non inversibles. 

Lemme 1.13. — Soit Q un élément de Rat2 tel que e(<2) = 2. Si RL(<2) contient un élément 
inversible, Q appartient à Z 1 U £ 2 U Z 3 . 

Démonstration. — Soit {L = (Lq,Li,L2), L' = (L' ,L\,L' 2 )} une base de RL(<2); on peut sup- 
poser que L et L' sont inversibles. Considérons la transformation quadratique / = (/o '■ fi '■ fi), 
dite déterminantielle, définie par / = L A L' 



' fo ' 




LiU 2 


-L 2 L[ 


fl 




L 2 L' Q 


— LqL 2 


. fl . 






-LiL'q 



Commençons par quelques remarques 

i. Supposons que / soit identiquement nulle. Comme L est inversible, L' est un multiple 
de L ce qui contredit le fait que RL(<2), de dimension 2, soit engendré par L et L' . 
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ii Si Q n'est pas purement quadratique, e(<2) est minoré par 3. Ceci se constate au cas par 
cas en utilisant le fait que Q est à équivalence g.d. près de l'un des types suivants 

- (£xo,£xi,£x2), £ désignant une forme linéaire ; 

- [Ixq , £*i , 0) , i étant une forme linéaire ; 

- (q, 0,0) avec q forme quadratique. 

D'après i. en un point générique m les vecteurs L(m) et L'(m) sont indépendants, Le. f est 
non identiquement nulle et satisfait f AQ = 0. D'après ii. on a codim Q~ l (0) > 2; la Pro- 
position 1.11 assure que <2 _1 (0) ne peut se réduire à {0} de sorte que <2 _1 (0) est constitué 
d'un nombre fini de droites. En particulier Q satisfait la propriété de division de DE Rham- 
Saito ([Sai76]), Le. il existe h dans o(C 3 ) tel que / s'écrive hQ. Pour des raisons d'homo- 
généité h est une constante non nulle et on peut supposer que Q = L AL'. Les zéros de Q (qui 
correspondent en coordonnées homogènes aux points d'indétermination) sont exactement les 
points m où L et L' sont colinéaires ; dit autrement ce sont les directions propres de L~ l L' . Il y 
a évidemment trois possibilités 

- L~ l L' a trois vecteurs propres non colinéaires ; 

- L~ l L' compte deux vecteurs propres non colinéaires ; 

- L~ l L' possède un unique vecteur propre. 

Dans la première éventualité Q a trois points d'indétermination et est donc birationnelle, en 
fait dans I? . Dans les autres cas pour établir la birationnalité on peut supposer à équivalence 
g.d. près que L = id; il suffit alors d'examiner les différents types de JORDAN pour L'. Ainsi 
dans le second cas il y a deux points d'indétermination, Le. Q appartient à Y?. Enfin dans la 
dernière possibilité, Q compte un unique point d'indétermination : Q est un élément de Z 1 . □ 

Inversement on a le : 

Lemme 1.14. — Soit Q un élément de P 17 (C) représentant une transformation rationnelle tel 
que e(<2) = 2. Supposons que les éléments de RL(<2) soient non inversibles. Alors Q coïncide, 
à conjugaison gauche-droite près, avec (xq : x\ : xqX\); en particulier Q appartient à BÙ2. 

Démonstration. — On procède comme dans le lemme précédent. La transformation Q est 
nécessairement purement quadratique en particulier dim<2 -1 (0) < 1. Soit {L,L'} une base 
deRL(g). 

Montrons que / := LAL' ne peut être identiquement nul. Si / était nul, l'argument de 
division de DE Rham-Saito ([Sai76]) imposerait que L et L' s'annulent sur un hyperplan 
de sorte que 

L = £(a,b,c), L' = £'{a',b',c') 

où £, £' désignent des formes linéaires et (a,b,c), (a' ,b',c') des éléments de C 3 ; ceci implique- 
rait que Q n'est pas purement quadratique. Ainsi comme dans le Lemme 1.13 on a LAL' ^ 
et on peut supposer que Q s'écrit LAL'. Notons que chaque élément de RL(<2) est, par l'argu- 
ment précédent, précisément de rang 2. En particulier ker(L — tL') est, pour tout t dans C, une 
droite D t dépendant holomorphiquement de f. On observe que chaque appartient à ô _1 (0); 
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il s'en suit que £>, est constant et L, L' ont leur noyau commun, disons C(0 : : 1). Par consé- 
quent Q est du type (<2o(*o,*i) : Q\ {xq,x\) : <22(*o,*i))- Si les Qi forment une base des formes 
quadratiques en deux variables, Q est g.d. conjugué à (xq : x\ : xqX\) comme annoncé. Sinon Q 
est, toujours à conjugaison g.d. près, du type {Q$ ■ Q\ '■ 0); mais pour une telle transformation 
la dimension de RL(Q) est supérieure ou égal à 3 ce qui, par hypothèse, est impossible. □ 

Lemme 1.15. — Soit Q une transformation rationnelle quadratique. Si e(Q) > 3, alors Q ap- 
partient à Bir2. 

Démonstration. — Supposons qu'il existe L et L' dans RL(<2) tels que L AL' ^ 0. Si LA L' 
s'annulait sur un ensemble de codimension 2, alors, d'après [Sai76], la dimension de RL(<2) 
serait 2 ce qui n'est pas le cas. Par suite LA L' est divisible par une forme linéaire ou une forme 
quadratique. Dans la première éventualité Q est du type if où t désigne une forme linéaire et / 
un endomorphisme de C 3 ; visiblement Q est dans Bir2. Dans le second cas Q est à conjugaison 
près de l'un des types suivants 

{xl+xoxi :0:0), (jt&xi : : 0) , (jc§ : : 0) 

qui sont tous dans Bir2 : ils sont de la forme Ao, Ap ou Ax lorsque A dégénère sur un élément 
non inversible. 

Supposons que pour tout choix de L et L' dans RL(g) on ait L A L' = 0. Tout élément 
de RL(<2) est de rang 1 sinon on aurait e(Q) = 1. En particulier il existe (a,b,c) dans C 3 tel 
que 

RL(0 = {(ax o + P*i+Y*2)M,c) | (a,p\y)eC 3 } 

et Q est dégénérée ; on peut d'ailleurs se ramener, à équivalence g.d. près, à 

Q= (Qq(xq,xi,x 2 ) : Qi(x ,xi,x 2 ) :0). 

Montrons qu'un tel élément est dans Bir2. On peut supposer que Q est purement quadratique. 
Les formes normales des couples (<2o,<2i) sont données par la classification des pinceaux de 
coniques que l'on trouve par exemple dans [HP94]. À équivalence g.d. près on se ramène aux 
modèles suivants 

(xix 2 -\-xqx 2 -\-x xi : oxix 2 + Px x 2 + yx xi : 0), (x\ : x Q X[ : 0), 

(xq : x x\ +x\ : 0), {xq+x\ : x Q xi +x\ : 0). 

Visiblement (xix 2 +xqx 2 +xqX\ : ox\x 2 + $xqx 2 + yxQX\ : 0) est une dégénérescence de trans- 
formations de type Aa; elle est donc dans Bir2. De même les transformations (x\ : xqX\ : 0) 
et (xq : X()X\ +x\ : 0) le sont aussi en considérant des transformations du type Ap, Ax avec 
det A = 0. Pour montrer que (x§ +x\ : xqx^ +x\ : 0) est dans l'adhérence de Bir2 on procède 
comme suit. Les 2 formes quadratiques ci-dessus s'annulent simultanément sur quatre droites 
en position générale plus précisément sur 

Vect(i,l,e 3ijl / 4 ), Vect(i,l,-e 3i,t / 4 ), Vect(-i, l,e ijl/4 ), Vect(-i, 1, -e l% ' A ). 
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Par conjugaison à droite près on peut ramener trois de ces droites en position standard 

Vect(l,0,0), Vect(0,l,0), Vect(0,0,l). 

Après cette modification (xq + x\ : xqX\ +x\ : 0) est du type Aa, la dernière ligne de A étant 
nulle. La transformation (xq +x\ : xqx\ +x\ : 0) est donc une dégénérescence d'un élément 
deZ 3 . " □ 

On obtient finalement le : 

Théorème 1.16. — Soit Q une transformation rationnelle quadratique. 
Si e(<2) > 2 aiors Q appartient à BÙ2. 

Si Q est non dégénérée et e(Q) = 2, alors Q appartient à Z 1 U Z 2 U Z 3 . 

1.4.3. Paramétrisation de l'adhérence de Bir2. — 
En fait en suivant les raisonnements précédents on a le : 

o . 

Théorème 1.17. — Soit Q un élément de BÙ2; il existe L et L deux applications linéaires 
telles que Q = L AL'. Inversement une transformation non dégénérée du type L AL' est dans 
Bir2. Les éléments de BÙ2 sont donc exactement les applications quadratiques déterminan- 
tielles. 

Ceci permet d'obtenir de nouveau BÙ2 comme l'adhérence de l'image d'un morphisme 
(l'ancienne étant (A,B) ^->AoB). Plus précisément introduisons les notations suivantes 

L = (flo-ïo +boX\ +cqX2 : a\XQ + b\X\ + c\X2 : 02X0 + ^2^1 + C 2 X 2), 
L' = (a Q x Q + p *i +JqX2 ■ ai-ïo + Pi-ïi +Yi*2 : oc 2 x + p 2 xi + 72*2), 





" fl " 




' h ' 




' C() 




' a " 




r Po ■ 




' Yo " 


fl = 


fll 


, b = 


bi 


, c = 


Cl 


, a = 


«i 


, P = 


Pi 


, Y = 


Yi 




. «2 . 




. b 2 . 




. c 2 . 




. «2 . 




. p 2 . 




. Y2 . 



Q = (A xI+Box\ + CoxI+DqxiX2+EoxqX2+F q xqx\ : A\x\\+B\x\+Cix\ 

+ D\X\X2 + £lX0*2 + ^1*0*1 : ^2*0 + B 2 X \ + C2X2 + D2X1X2 + E2XQX2 + /<2*0*1 ) , 





' A - 




' B Q - 




" C " 




' D ' 




' E Q - 




' F ' 


A = 


Ai 


, B = 


Bi 


, c = 


Ci 


, D = 


Di 


, E = 


Ex 


, F = 


Fi 




. M _ 




. B 2 . 




. c 2 . 




. D 2 . 




. E 2 . 




. F 2 . 



L'égalité Q = Lf\L' s'exprime alors comme suit 

A=flAa, B = bA$, C = cAy, 

D = b Ay+c A P, Ê = aAy+cAa, F = a AP + è AOC 



ce qui, comme annoncé, permet de paramétrer Bir2 comme l'adhérence de l'image d'un mor- 
phisme rationnel. 
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Considérons la matrice M à 10 lignes et 9 colonnes définie par 



M(Q) = 



A 

fl 



Bq Fq 

F A 

Co 

E 

C 

Do 

D Eq 






Q, 



Eq 
A„ 
A) 
Bq 
F 



Ai 



*i 
Fi 
Ci 
Ei 







fil 


F] 

Ai 


Ci 
Di 
E\ 





Ci 



£l 

Ai 
Di 
fil 
Fi 



A 2 



B 2 
F 2 
C 2 
E 2 





£» 2 





fi 2 o 

c 2 

F 2 

A 2 

E 2 

A 2 

C 2 D 2 

D 2 B 2 

E 2 F 2 



Remarquons que si Q = L AL', les vecteurs 



(a ,a u a 2 ,bo,b l ,b 2 ,co,ci,c 2 ), 



: (a ,ai,oc 2 ,po,Pi,p 2 ,Yo,Yi,Y2) 



sont dans le noyau de M(Q). Le Théorème 7.32 s'énonce en partie comme suit. 

Proposition 1.18. — Soit Q une transformation rationnelle quadratique non dégénérée. Alors Q 
appartient à Bir 2 si et seulement si rg M(Q) < 7. 

Cette proposition est très pratique pour tester des exemples effectifs, en particulier avec 
Maple, puisqu'il s'agit de décider de l'annulation de certains polynômes à l'inverse du Théo- 
rème 1.5 qui lui demande un calcul de racines de polynômes. 

1.5. Quelques orbites sous l'action gauche-droite 

Au même titre que a les transformations rationnelles 



ont leur déterminant jacobien qui s'annule sur trois droites en position générale. 

Proposition 1.19. — Les orbites de a = (x\x 2 : xqx 2 '■ xqx\) et (xq : x\ : x\) sont de dimen- 
sion 14, l'orbite de (xq : x\ +xqx 2 : x$) est de dimension 15. 

Démonstration. — Calculons le groupe d'isotropie de (xq : x\ : x\) : soient A, B dans SL3(C) 
et r| dans C* tels que 




et 



(xq : x\ + xqx 2 : x 2 ) 



A(xl:x\ :x 2 2 )B = x\(xl:x\:x 2 2 ). 



Notons Bi les composantes de B; à partir de 



det jac A(xq :x\ :x\)B = det jac r\ (x : x\ : x 2 ) 
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on obtient B1B2B3 = r] 3 xoXix 2 . Comme (xq : x\ : x\) commute aux permutations, la composante 
neutre du groupe d'isotropie est formée d'éléments (A, fi) diagonaux. Posons 

A := ( ^1x0 : mx\ : ) , fi := ( 0Cix : a 2 x\ : ) . 

V Hm) V OC1CC2/ 

L'égalité A (xq : x 2 : x 2 )fi = T|(xq : x 2 : x 2 ) entraîne 

^ia? = Ti, /ec^ = Ti, l=/ii/i2a?c^Ti. 

Il en résulte que T| 3 = 1, Le. à indice fini près r] vaut 1 et /iiCt 2 = = 1- Ainsi le groupe 
d'isotropie de (xq : x\ : x 2 ) est de dimension 2 donc dim O g j. (x 2 , : x 2 : x\) = 14. 
Par ailleurs soient A, C dans SLs(C) et r\ dans C* tels que 

A(x\ +x x 2 : x : x 2 ) = T](jq +x x 2 : x : x 2 )C. 

Un calcul montre qu'on est nécessairement dans l'une des situations suivantes 



A = ( r|[3 2 xo : r]oc 2 xi : ti^x^ , C = (ax : [ki : — x 2 ) et r) 3 = |3 3 = 1; 



A= ( r)|3 2 xo :r)a 2 x 2 :ri-^-xiY C = (ax 2 : 0xi : — x ) et ti 3 = |3 3 = 1. 



Le groupe d'isotropie de (x 2 +xox 2 : x 2 , : x 2 ) est donc de dimension 1; on en déduit que 
dim O g j, (x 2 +xox 2 : x 2 , : x 2 ) = 15. 

Bien sûr on peut calculer de la même façon le groupe d'isotropie de a, mais nous aurons 
besoin plus loin de l'espace tangent à O g j,( a ) en a 

T a O A ,.rf.(°) = {(«2X1+03X2 + 04x0x1 +05x0x2 + 00x1x2 : friXo + £3X2 + ^4x0x1 +b 5 XQX2+b 6 xiX2 : 
ciXo + c 2 x 2 + c 4 x xi +c 5 x X2 +C6Xix 2 ) | a,-, bt, ci e C}. 

On constate ainsi que T a O g j,( a ) est de codimension 3 et l'orbite de G est de dimension 14. 

□ 

Remarque 1.20. — Posons <2o := (x 2 , : x\ : x|) et <2i := (x 2 , : x 2 +xox 2 : x|). Pour e / la 
transformation 

Qe ■= (xo ■ x\ ■ ôi (*o : xi : sx 2 ) = (xq : x 2 + £x x 2 : x 2 ) 

est g.d. conjuguée à Q\ \ lorsque £ tend vers 0, cette transformation Q e tend vers Qq. Puisque la 
dimension du groupe d'isotropie de go est strictement inférieure à celle du groupe d'isotropie 
de <2i, on a O g . d . (Q ) Ç O gA . (gi). 

1.5.1. Orbites génériques et feuilletage par les orbites. — 

Soit C une courbe de degré 3 possédant une forme normale de WEIERSTRASS 

x\ =x (x - l)(x - r(). 

On sait que 

- si T| {0, 1, 00} alors C est une courbe elliptique lisse ; 
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- sir| = 0our| = l, alors C est une cubique à point double ; 

- enfin si « r\ = oo », alors C est l'union de trois droites concourantes. 
Notons j l'invariant des courbes elliptiques 



Considérons l'action de PGL^C) sur P 9 (C) = P(C[xo,*i,*2]3) donnée par 




PGL 3 (C)xP 9 (C)^P 9 (C), (g,P)^Po g 



-1 



Elle définit un feuilletage & sur P 9 (C) dont une intégrale première rationnelle est induite 
par j (extension de j le long des orbites) et notée /. L'égalité det(jac AQB~ l ) = det(jac Q) oB^ 1 
assure la compatibilité de cette action avec l'action g.d. sur Rat2. 

Remarquons que = j'(0) = = °° ■ Un point générique de J~ l (°°) est une cubique à 
point double ; cette feuille est de dimension maximale 8 car le groupe d'isotropie d'une cubique 
à point double est fini. Par conséquent la restriction de j aux courbes elliptiques et cubiques à 
point double prend toutes les valeurs ; il en résulte que J~ l (c) \ Sing où Sing désigne le 
lieu singulier de est, pour tout c, l'orbite d'une courbe elliptique lisse ou d'une cubique à 
point double. Les autres configurations de courbes sont contenues dans Sing 

Proposition 1.21. — La dimension d'une orbite générique pour l'action gauche-droite sur 
Rat2 ~ P 17 (C) est 16. En particulier l'action gauche-droite induit un feuilletage & de codi- 
mension 1 sur P 17 (C) d'intégrale première J o det jac. 

Démonstration. — Soit Q dans Rat2 tel que C = det jac Q soit générique (l'existence d'une 
telle transformation est assurée par la Proposition 1.2). Calculons le groupe d'isotropie de Q; 
soient A, B dans SL 3 (C) et r\ dans C* tels que AQB 1 = r\Q. Cette égalité conduit à 

det(jac Q)oB 1 =r|detjac Q. 

La courbe C est donc invariante par B ; puisqu'elle est générique, B appartient à un groupe fini. 
À indice fini près on a A = B = id; le groupe d'isotropie de Q est donc fini. □ 

1.5.2. Lieu singulier. — 

Nous allons préciser la nature du lieu singulier de D'après la démonstration de la Propo- 
sition 1.19 l'ensemble paramétré par l'application 

\|/ = \|/. Vj r. H : (s,t,u) ^ (X1X2 + sxq : xoX2+tx\ : xqXi +UX2), (s,t,u)£C 3 

est transverse à l'orbite de a en a. On constate que 



En particulier det(jac \|/) est une submersion en (0,0,0); le point (0,0,0) correspond à a et 
l'image de det(jac \|/) est une transversale à l'orbite de xqX\X2 dans P 9 (C). L'union de trois 
droites en position générale est limite d'une des configurations suivantes : courbe elliptique 
lisse, cubique à point double ou union d'une droite et d'une conique en position générale. 



det(jac \|/) = (2 + %stu)xoX\X2 — 2sxq — 2tx\ — 2ux\. 
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Rappelons que les orbites des courbes elliptiques ou des cubiques nodales sont lisses de di- 
mension 8 donc ne sont pas contenues dans le lieu singulier de &\ celle d'une conique et d'une 
droite en position générale est de dimension 7. En fait l'image de det(jac \|/) s'identifie à la 
sous-variété paramétrée par 

Ç = 9s,f>" ' {s,t,U) ^ XqX\X2+ SX^ + tx\ + Ux\, (s,t,u)^C 3 

qui est une transversale à l'orbite de xox\X2 en cpo,o,o = xqX\X2- Pour les paramètres (s,t,u) 
dans C 3 \ {(0,0,0)} satisfaisant s = t et u = 21s 2 la cubique ty s ,t,u a deux composantes ; il 
en est de même lorsqu'on fait une permutation circulaire sur (s,t,u). Notons qu'une cubique 
formée d'une conique et d'une droite en position générale est dans Sing & si bien que le 
lieu singulier de & dans P 9 (C) au point x§x\X2 a trois branches locales de dimension 7. La 
courbe xqx\xj. étant à l'intersection de ces trois branches on en déduit que l'orbite de xqx\X2-, et 
en fait l'adhérence de cette orbite, est contenue dans le lieu singulier de Sing 

Comme \\f est submersive en (0,0,0) on obtient que a, et donc Z 3 , est dans Sing Sing 
Nous verrons plus loin que l'adhérence de Z 3 dans P 17 (C) est aussi BÙ2. On obtient le : 

Théorème 1.22. — L 'adhérence de BÙ2 est une composante irréductible de Sing Sing 

On peut mener des calculs identiques en les éléments 

Qo = {xq : x\ : x\) et Q\ = (xq+x\X2 ■ x\ : x\) 

pour lesquels on a det(jac Qq) = det(jac Q\) = 8x0^1^2- Comme on l'a dit l'orbite de Q\ est 
de dimension 15; de plus det jac est de rang deux dans une transversale à Q\. On en déduit, 
comme précédemment, que l'orbite de Q\ est contenue dans Sing & et pour des raisons de 
dimension son adhérence est exactement une branche de Sing £%. Ainsi 

Proposition 1.23. — L'adhérence de O g .dX x o+ x i x 2 '■ x\ : x\) est une branche S du lieu singu- 
lier Sing âê. 

Remarque 1.24. — Un calcul explicite montre que dans une transversale à O g .a.(Qo) en Qo 
l'application det (jac) est équivalente à l'application 

(s,t,u) I ^ (tu,su,st), 

i.e. à l'application induisant al 
Posons 

Qi := (xq +xix 2 : x\ : x\), Q\ := (xq :x\:x\ +x xi), Q'[ := (xq : x\ +x Q x 2 : x\); 
voici le modèle local de S en Qo dans une section 3-plane : 
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o g . d .(QÏ) 



Og.diQv 



o g .d.(Qx) 



Si T désigne l'orbite de xoX]X 2 sous l'action de PGL^C), on note au passage que S est une 
composante de det jac _1 (r) qui est donc de dimension 15. Remarquons aussi que O g ,d,{Qi)i 
O g .d.{Q\) et Og.d.{Q'{) sont en ^ égales, les Q\, Q[ et Q'[ étant échangées par permutation de 
coordonnées. Nous les avons distinguées car elles apparaissent de façon naturelle localement 
en <2o au travers des déformations de <2o 

(xq + tx\x 2 : x\ : x 2 ), (xq : x\ + tx Q x 2 : x\), (xq :x\:x\ + tx Q xi). 

En a on a la description suivante dans une section 3-plane : 




les trois branches locales faisant partie de l'image réciproque par det(jac) de l'adhérence de 
l'orbite d'une conique et d'une droite en position générale. 

1.5.3. Orbites spéciales. — 

On a vu précédemment que O g j,((5), c'est-à-dire Z 3 , est de dimension 14. Nous l'avons 
obtenu par un calcul d'espace tangent. On peut aussi le faire en explicitant le groupe d'isotropie 
de a noté Isot a. Ce calcul peut s'avérer intéressant dans la mesure où il donne des exemples 
de relations dans le groupe de CREMONA. En effet soient (A,B) dans SL 3 (C) x SL 3 (C) tels 
que Aa = oB; alors (A,B) appartient à 

(((^:|:a(3x 2 ), (ox : P*i : ^)) , ^6 x S> 6 \ a, G C*) 

oùJ^6 = {id, (x :x 2 :xi), (x 2 :xi:x ), (xi:x :x 2 ), (xi:x 2 :x ), (x 2 :x :xi)}. Ceci implique 
que dimlsot a = 2. 
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1.5.3.1. Orbite de p. — 

Proposition 1.25. — La dimension de I? = O g j.{p) est 13. 

Démonstration. — Calculons Isot p sous l'action g.d., Le. cherchons A et C dans SL 3 (C) tels 
que Ap = r]pC où r\ désigne un complexe non nul. Rappelons que 

lndp = {(0: 1 :0), (1:0:0)}; 

la relation Ap = r\pC assure que C laisse Ind p invariant. Or les points d'indétermination de p 
« ne sont pas de même nature » donc C fixe (0 : 1 : 0) et (1 : : 0) ; par suite C est de la forme 

(oxq + b%2 : cx\ + dx 2 : ex 2 ), ace ^ 0. 

Un calcul conduit à 

A = (riy8x + riP8x 2 :r)a 2 xi :r|oc8x 2 ), C = (yx + (k 2 : 8xi : ax 2 ), r| 3 a 2 8 = ocy8 = 1. 
La dimension du groupe d'isotropie est donc 3. □ 
Le calcul de Isot p assure qu'on a les relations suivantes 

(y8x + [38x2 : oc 2 xi : oc8x 2 )p = p(yx + (k 2 : 8xi : ax 2 ), a, y, 8 G C*, [3 G C. 



1.5.3.2. Orbite de X. — 

Calculons le groupe d'isotropie de x = (x ( 2 : xoxi : x\ — xox 2 ). Rappelons que le lieu d'indé- 
termination de x est réduit à {(0 : : 1)}; la relation Ax = r]xC, où r\ désigne un élément de C* 
et A, C deux éléments de SL3(C), assure que C laisse (0 : : 1) invariant. Par suite C est de la 
forme 



(ao*o + boxi : aixo + b\xi : a 2 x + b 2 x\ + c 2 x 2 ), 
Un calcul élémentaire conduit à 



c 2 (a bi -aib ) / 0. 



A = (r)e 2 x : r)e(p -a + e)x + r|a8x 1 : n(e(P + 5 - a — y—e) - 2ap + 2a 2 + p 2 )x 
+ ri(ae + ey+2ap-a 2 )xi +r)a 2 x 2 ), 

C= (ex : (p + e-a)x + ax! : ($ - a + 2e + y- 5 - ^ x Q + (a-y- x\ + ^x 2 ) 



où a z = r| 3 £ 3 oc = 1. Par suite dimlsot x = 4. On en déduit la : 
Proposition 1.26. — La dimension de Z 1 est 12. 

D'après ce qui précède on a les relations suivantes : Ax = xB lorsque 





as 
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P, y 8 G C, a, s G C* 
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1.5.3.3. Orbite de xq(xq : x\ \X2). — 

Proposition 1.27. — La dimension de iP = O g j,( x o(xo '■ x\ : X2)) est 10. 

Démonstration. — On peut calculer le groupe d'isotropie de xq(xq '■ x\ : X2) mais on peut aussi 
calculer T Xo (x :x l :x 2 ) g.d. ( x o( x o '■ x\ : X2)); cet espace tangent est précisément 

{(ocix 2 , + CX4XQX1 + a 5 x x 2 : PiXq + pV? + p4-^o-^i + $5 x o x 2 + : 
YiXq + 06*2 + Y4*0*1 + 15X0X2 + faxix 2 ) I a,-, Pi, Yi G C} 
qui est de codimension 7 dans l'espace des triplets de formes quadratiques. □ 

1.5.3.4. Orbites dans Bk2~\Bir 2 . — (voir [HP94], tome 2, page 304) 

Soit / une transformation de Bir2 \Bir2; il existe une suite de transformations birationnelles 
quadratiques (/}); dont / est la limite. On peut d'ailleurs, comme nous le verrons dans la 
Proposition 1.28, choisir les fi dans Z 3 . Montrons par l'absurde que det(jac /) = 0; supposons 
donc que det(jac/) ^ 0. Les fi contractent det(jac fi) = qui est l'union de trois droites 
(Théorème 1.5) ; par continuité / contracte donc trois droites qui sont nécessairement distinctes 
et concourantes sinon / serait birationnelle. En reprenant la démonstration du Théorème 1 .5 on 
en déduit que / s'écrit à équivalence g.d. près (xq : x\ : xqx{) d'où det(jac /) = : contradiction. 

Puisque det(jac /) = 0, on sait d'après la Remarque 1.1 que / est, à équivalence g.d. près, de 
la forme (<2o : <2i : 0) ou du type (xq : x\ : x§x{). En déformant les transformations du type Aa 
(resp. Ap, resp. Ax), où A désigne un automorphisme de P 2 (C), on obtient des transformations 
du type Aa (resp. Ap, resp. Ax) avec det A = 0; les orbites de tels éléments sont dans Bir2 \Bir2; 
par exemple 

O g .d.{x 2 {xi :x Q :0)), 0^.(^1(0:0:1)), Ogj.fafa ■ *0 : 0)), 

Og.d. (x\ : : x Q xi ) , O g . d . (xq : : 0) , O g . d . (x xi : x\ + xix 2 : 0) , 

O g .rf.(0 : Xq + xix 2 : X2), O g jX x 2 +X0X1 : : 0), O g jX x QX\ : Xq : x\), 
O g . d .(0--x 2 o:x 2 l ). 

1.6. Conditions d'incidence ; lissité de Bir 2 

On se propose dans ce paragraphe d'étudier les conditions d'incidence entre les L' et la 
lissité de Bir2. 

Proposition 1.28. — On a les inclusions 

E° CË 1 , I 1 C £2, Z 2 c ï 3 "; 

en particulier Z 3 est dense dans BÙ2. 

Démonstration. — En composant a à droite par (x% '■ x\ : exo +X2) on a 

af = (xi(8x +x 2 ) :x 2 (exo+x 2 ) :xix 2 ) 
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qui est donc pour £ / dans O g j, (a). Mais &{ est g.d. conjugué à 

(f 2 = (x Q xi : (ex q +x 2 )x 2 : XyX 2 ). 

On remarque que limai = {xqX\ : x 2 : xix 2 ) = p; d'où l'inclusion Z 2 C Z 3 . 

e^O 

Composons p à droite par (x 2 : xq +x\ : xq); cela donne à équivalence g.d. près 

(x\x 2 +x x 2 :xq :x q xi). 

Composant de nouveau à droite par (xo : x\ : x\ +x 2 ), on obtient à conjugaison g.d. près la 
transformation 

/ = (*1*2 + *1 + *0*2 : Xq : XqX[). 

Soitg e :=/(xo/e : x\ : —£x 2 ); à conjugaison g.d. près g E s'écrit (—zx\x 2 +x\ —xqx 2 ix 2 , : xox\). 
Pour £ = on obtient la transformation x. Par suite Z 1 est inclus dans Z 2 . 
Si £ est non nul, à équivalence g.d. près, T s'écrit 

(xq :x xi :e 2 xf + xox 2 ); 
pour £ = on obtient xo(xo : x\ : x 2 ) qui est dans Z°. Il en résulte que Z° C Z 1 . □ 
Récapitulons 

Théorème 1.29. — Les adhérences étant prises dans Bir 2 , on a 

zô = z°, Z T = Z°UZ 1 , z 2 = z°uz 1 uz 2 , 

Bir 2 = Z 1 UZ 2 UZ 3 , Bir 2 = Z 3 " = Z° U Z 1 UZ 2 UZ 3 

avec 

dimZ = 10, dimZ 1 = 12, dimZ 2 = 13 et dimZ 3 = 14. 

Théorème 1.30. — L'ensemble des transformations birationnelles quadratiques est lisse dans 
l'ensemble des transformations rationnelles. 

Démonstration. — Le fait que chaque Z ( soit une orbite et les conditions d'incidence im- 
pliquent qu'il suffit de montrer que l'adhérence de Z 3 est lisse le long de Z°. 
L'espace tangent à Z° en xo(xo : x\ : x 2 ) est donné par 

^x {x :xi :x 2 )^ = { («1*0 + «4*0*1 + «5*0*2 : PlXg + 02*1 + 04*0X1 + 05*0*2 + 06*1*2 : 
YiXq + 06*2+74*0*1 + Ï5*0*2 + 02*1*2) | a;, 0;, Jj G C}. 

L'espace vectoriel S engendré par 



(x 2 :0:0), (*i : 0:0), (xix 2 :0:0), (0:^:0), (0:0:x 2 ), (0:0 té), (0:0:x!x 2 ) 
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est un supplémentaire de T XQ ^ XQ . Xl . Xl ^P dans Rat2. Soit / dans Z 3 n {xo(xo ■ x\ : x 2 ) +S}, il 
s'écrit 

(xq +Axj + Bx\ + CX1X2 : x§x\ + : X0X2 + ocx 2 + §x\ + 7*1X2). 

Nécessairement / a trois points d'indétermination. 

Supposons a / 0; on remarque que la seconde composante d'un point d'indétermination de / 
est nécessairement non nulle. Si (xq : x\ : X2) appartient à Ind / alors xo = —ax\jx\. Calculons 
f{-ax\/x\ :xi :x 2 ) 

/(— ax\jx\ : x\ : X2) = (a 2 x^ + Ax\ + Bx\x\ + Cx 3 X2 : : —0X2 + Oixj + §x\x\ + yx 2 X2) 
= (P:0:Q). 

Comme / doit avoir trois points d'indétermination, les polynômes P et Q doivent s'annuler sur 
trois droites distinctes. En particulier Q divise P 

a 2 x 2 +Ax\ + Bxjx\ + Cx\x 2 = {Mx\ + Nx 2 )(-ax\ + ax\ + ^>xixl+yxjx 2 ). 

De sorte que 

(1.6.1) B = -p 2 -ay, C=-py-aa, A = — ocp\ 

Ces trois équations définissent un graphe lisse, passant par / et xq (xq :x\ : X2) , de codimension 3 
comme 

Si maintenant a est nul un point d'indétermination (xo : x\ : X2) de / satisfait xoxi = 0. 
Si xq = on aura 

/(0 : xi : x 2 ) = (Axj + Bx\ + Cxix 2 : : axj + Px 2 , + yxix 2 ) 

et si xi = on a 

/(xo : : x 2 ) = (x +Bx\ : : x x 2 + $x\). 

Pour que / ait un point d'indétermination de type (xo : : X2) il faut que B = — p 2 et c'est 
en fait une équivalence. Si tel est le cas / ne possède qu'un point d'indétermination de ce 
type. Comme / doit avoir trois points d'indétermination, deux sont de type (0 : x\ : X2) et les 
polynômes Ax\ +Bx\ +Cxix 2 et axj + $x\+yxix 2 sont C-colinéaires. On obtient les conditions 

- a = 0, B = -P 2 , A = -oc[3 et C = — py si P est non nul ; 

- a = B = P = Ay- aC = sinon. 

On remarque que dans ce second cas / ne peut avoir trois points d'indétermination. Finalement 
on constate que £ 3 n {xo(xo : xi : x 2 ) + S} est contenu dans le graphe déterminé par les équa- 
tions (1.6.1). Il en est de même de l'adhérence Z 3 n {xo(xo : x\ : x 2 ) + S} qui, pour des raisons 
de dimension, coïncide donc avec ce graphe. Par suite I? est lisse le long de E°. □ 

Remarque 1.31. — Comme nous l'avons dit le fait que £ 3 soit lisse le long de Z° implique à 
cause, entre autres, des conditions d'incidence que Z 3 est lisse le long de I? et E 1 . Nous allons 
toutefois démontrer ces deux affirmations en construisant des familles linéaires de transforma- 
tions birationnelles. 
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La déformation p e := p + e(0 : x\ : 0) de p compte, pour £ non nul, trois points d'indétermi- 
nation donc est dans Z 3 . Par ailleurs ^ = (0 : x\ : 0) n'appartient pas à T p Z 2 . On retrouve ainsi 
la lissité de Z 3 en p et par suite le long de Z 2 . 

Montrons que Z 3 est lisse le long de Z 1 . 
Posons 

x := (xoxi : x x x 2 +xl :x\) = (-x + xi : 2x -x\ +x 2 : xq)x{-x\ — xq-x\ : -xq-2x\ + x 2 ). 

L'espace tangent T^Z 1 à Z 1 en x est donné par 

{(ai* 2 ) + a 2 x 2 + a 4 x xi + (X5X0X2 + (X6XiX2 : Pix 2 , + P2X? + «5X2 + P4X0X1 

+P5X0X2 + p 6 xix 2 : Yixg + y 2 x? + y 4 xoXi + (Yi + 2a 5 )xix 2 ) | a,-, p\, y- G C} 

Considérons le sous-espace vectoriel S de Rat2 engendré par 

(4 : 0:0), (x x 2 :0:0), (0:0:x 2 2 ), (0:0:x x 2 ), (0:0:x xi). 

On constate que dimS = 5 et T^Z 1 H S = {0}, Le. S est un supplémentaire de T^Z 1 dans Rat2. 
Déterminons Z 3 n {x + S}; soit 

/ = x + (cxx 2 + (3x()X2 : : yx 2 ; + ÔX0X2 + sxoxi ) 

un élément de Z 3 n {x + S}. On note que tout point de P 2 (C) de la forme (xo : x\ : 0) ne peut 
être d'indétermination pour /; ainsi un point de Ind / est du type (xo : — Xq/x2 : X2). Calculons 
f(x : -xl/x 2 : x 2 ) 

2 3 4 3 4 3224 

/(xo : -x /x 2 : x 2 ) = (-x X2 + ax 2 + Px x 2 : : yx 2 + ôxox 2 - ex x 2 +x ). 

Comme / a trois points d'indétermination ; les polynômes 

— XqX 2 + ocx 2 + Pxox 2 et yx 2 + ôxox 2 — £XqX 2 + Xq 

s'annulent sur trois droites communes. Pour que ceci ait lieu il faut que y = 0, 8 = —a et e = [3. 
Il en résulte que Z 3 n {x + 5} est contenu dans le 2-plan <P défini par 

T = {(x xi + ax 2 + (k x 2 : x} } +xix 2 : -ocx x 2 + Pxix 2 + x\) \ a, P € C}. 

Puisque dimZ 3 n {x + S} = 2, on a Z 3 n {x + S} = V . Comme Z 1 = O g . d .(%) on vérifie de 
nouveau que Z 3 est lisse le long de Z 1 . 

Proposition 1.32. — L'adhérence de BÙ2 dans P 17 (C) ~ Rat2 n'est pas lisse. 

Démonstration. — Soit / la transformation rationnelle dégénérée définie par X2 (xo : xi : 0) . 
L'espace tangent à O g j, (f) en / est donné par 

TfOg.d. (f) = { (oc i*o + OC3X2 + «4x0x1 + a5XoX2 + OC6X1X2 : OC4X 2 + P3X2 

+0Cix xi + p 5 x X2 + p6Xix 2 : J5XQX 2 +j6Xix 2 ) I a,-, p;, Yi e C}. 

Un supplémentaire S de T/O g jXf) est l'espace de dimension 8 engendré par 

(x 2 :0:0), (0 :*§:()), (0:x 2 :0), (OixqxhO), 
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(0:0: jeg), (0:0:jc?), (0:0:j£), (0:0:xqxi). 

Nous allons montrer que l'intersection de {/ + S} avec E 3 contient un sous-ensemble analy- 
tique non lisse de codimension 3. Puisque E 3 est aussi de codimension 3 on constatera, en 
utilisant l'action g.d., la non lissité de £ 3 le long de l'orbite de /. Pour cela nous donnons une 
condition suffisante pour qu'un élément de {/ + S} soit dans £ 3 , Le. ait trois points d'indéter- 
mination. Un élément Q de {f + S} s'écrit 

(xoX2 + ax\ : x\%2 + bx\ + cx\ + dx§x\ : ex\ + fx\ + gx\ + HxqXi ) . 

Les points d'indétermination sont donnés par les trois équations suivantes 

xqX2 + ax\ = 
X1X2 + bx\ + cx\ + dxQX\ = 
ex\ + fx\ + hxQX\ = 

ce qui conduit après élimination de X2 à Pi = P2 = où 

Pi = — ax l + bx + cxqx x + dx xi , P2 = ex + fx x l + a gx { + hx xi . 

Notons que si, pour certaines valeurs des paramètres, Pi s'annule sur trois droites distinctes et 
divise P2, la transformation Q correspondante aura trois points d'indétermination et sera donc 
birationnelle, en fait dans £ 3 . La divisibilité de P2 par P\ s'exprime par 

e = bA 



(1.6.2) P 2 = (Ax + Pxi)P! 



f = cA + dB 
a 2 g = —aB 
h = dA + bB 
= -aA + cB 



On remarque que l'ensemble A des paramètres tels que 

a = 0, bf — ce = 0, bh — de = 

satisfait le système (1.6.2) (avec A = e/b et B = 0). L'ensemble A est de codimension 3 et n'est 
pas lisse, l'intersection A' des quadriques bf — ce = et bh — de = ne l'étant pas. On constate 
en effet que A' contient l'espace linéaire E donné par b = e = mais ne se réduit pas à E : par 
exemple l'espace défini par b = c = d = e = f = hest contenu dans A' et pas dans E. Comme 
codim E = codim A' l'ensemble A' n'est pas irréductible et par suite n'est pas lisse ; il en est 
donc de même pour A. Maintenant sia = b = e = (resp. b = c = d = e = f = h = \,a = 0) 
le polynôme Pi vaut cxqx\ + dxfyXi (resp. Xq +xqx 2 +XqXi) et s'annule génériquement sur trois 
droites distinctes. Ainsi on a construit dans I? n {/ + S} un ensemble analytique non lisse de 
codimension 3. □ 



CHAPITRE 2 



GERMES DE FLOTS BIRATIONNELS QUADRATIQUES 



2.1. Généralités sur les germes de flots birationnels quadratiques 



2.1.1. Quelques rappels utiles. — 

2.1.1.1. Nœud col. — 

Soit f un germe de feuilletage holomorphe singulier à l'origine de C 2 donné par un germe 
de champ holomorphe X = + #gf^ à singularité isolée en l'origine, A(0) = B(0) = 0. On 
note JX(0) la matrice jacobienne de X en 



JX(0) 



&(°) &(0) 



S(0) 



On dit que le point singulier est de type hcpmé? co/ si l'une des valeurs propres de JX(0) est 
nulle et l'autre non. La théorie des formes normales ([Mar81]) dit que le champ X est alors 
formellement conjugué à un champ rationnel du type 



A , *î +1 3 

X ° dx 1 - Ex\ dx\ 



k > 1, s G C, r| G ; 



Un calcul élémentaire montre que Y ne peut posséder d'intégrale première (formelle) méro- 
morphe ; en particulier il en est de même pour X. 



Nous utiliserons ce fait sous la forme suivante : un feuilletage algébrique T de P (C) 
possédant un point singulier de type nœud col n'a pas d'intégrale première rationnelle non 
constante. 

2.1.1.2. Travaux de CANTAT et FAVRE. — 

Dans [CF03] Cantat et Favre étudient les paires (/, J ) où / est un élément de Bir(P 2 (C)) 
et y un feuilletage algébrique sur P 2 (C) laissé invariant par /, Le. f*J = . Ils mentionnent 
l'exemple suivant 
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Exemple. — Considérons dans la carte affine X2 = 1 la transformation / définie par 

a b 



f(xQ,X\) — (Xqx\,XqXi), 



c d 



G GL 2 (Z) 



et 7 est associé à l'une des 1-formes ocxidxo + P^odxi où (a, (3) est un vecteur propre de la 
a b 



matrice 



c d 



Soient 7 un feuilletage sur P 2 (C) et 71 : S — * P 2 (C) un modèle birationnel de P 2 (C) 
{Le. S est une surface et ji un morphisme birationnel). On dit alors que n*7 , noté encore 7 par 
abus de langage, est un modèle birationnel de 7 ; dans cette situation on introduit les groupes 



Aut(S,j) = {fe Aut(S) | f%*7 = %*7} et Bir(S, 7 ) = {/ G Bir(S) | f%*7 = %* 7 }. 



Cantat et Favre démontrent alors le : 

Théorème 2.1 ([CF03], Théorème 1.2). — Soit 7 un feuilletage sur P 2 (C) tel que l'inclu- 
sion Aut(5, 7 ) C Bir(5', 7 ) soit stricte pour tout modèle birationnel de 7 ■ Alors Bir(5, 7 ) 
possède un élément birationnel d'ordre infini et 

- soit 7 est une ûbration rationnelle ; 

- soit 7 est birationnellement conjugué à l'exemple 2.1.1.2 ou bien à l'un de ses quotients. 

Dit autrement si 7 désigne un feuilletage sur P 2 (C) non birationnellement conjugué à l'un 
des exemples précédents alors ou bien 7 est une fibration rationnelle, ou bien il y a un modèle 
birationnel de 7 pour lequel Aut(5, 7 ) = Bir(S, 7 )• 

2.1.2. Propriétés des germes de flots dans Bir 2 . — 

On appelle germe de flot dans Bir2 un germe d'application holomorphe t <— > <|>, G Bir2 satis- 
faisant 

4>;+,=<t>r<K, <t>5 = id. 

Pour abréger nous parlerons de flot, ceci sera justifié par la classification qui montrera qu'un 
germe de flot se globalise en un certain sens. Comme toujours lorsqu'il n'y aura pas d'ambi- 
guïté nous identifierons les notations (j) f et (j)* . 

L'ensemble des droites contractées par le germe de flot § t forme un germe d'ensemble ana- 
lytique dans la Grassmanienne des droites de P 2 (C), Le. dans l'espace dual P 2 (C). De même 
l'ensemble des points d'indétermination des constitue un germe d'ensemble analytique cette 
fois dans . Appelons famille de droites contractées une application continue (en fait analytique) 
définie sur un germe de secteur fermé A de sommet dans C, 

© : A^P 2 (C), 

telle que pour chaque t dans A la droite <D t coïncide avec une droite £>(t) contractée par (j)*. 
Cette définition est rendue pertinente par le théorème de PuiSEUX. De même par famille de 
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points d'indétermination on entendra une application t m t continue définie sur un secteur A, 
chaque m t étant d'indétermination pour (])*. 

Définition. — Soient § t un flot et D t une famille de droites contractées par § t . Si £> f est indé- 
pendante de t, la famille est dite immobile, sinon elle est dite mobile. 
On a une notion analogue pour les familles de points d'indétermination. 

Définition. — Soit % un champ de vecteurs rationnel sur P 2 (C); on dira que % est rationnel- 
lement intégrable si son flot est un flot de transformations birationnelles. 

Un germe de flot dans Bir2 est le flot d'un champ rationnellement intégrable % — -Jp 
appelé générateur infinitésimal de (j) f . 

Proposition 2.2. — Soit$ t un germe de ûot dans Bir 2 . Supposons que § t contracte une droite 
mobile ; alors § t laisse une fibration en droites invariante. 

Démonstration. — Notons © ; la droite contractée par (j), et m t son image, = m t . 

- Commençons par montrer que ou bien m t est immobile, ou bien § t laisse une fibration 
invariante fibre à fibre. Écrivons que § t et § s commutent 

Comme contracte un nombre fini de courbes, génériquement sur t, à s fixé, §°(<D t ) 
est une courbe. Si cette courbe est contractée par (j)* on aura ty*((D t ) = £> t (toujours parce 
que Exc (j)* est fini et (j)* = id). Ainsi tous les (j)* laissent <D t invariante ; <D t étant mobile, (j)* 
laisse une fibration en droites (dont font partie les (D,) invariante fibre à fibre comme nous 
le préciserons dans le point qui suit. 

Si Œ> t n'est pas invariante par (j)*, alors n'est pas contractée par (j)* (toujours 

parce que Exc (j)* est fini). Il en résulte que m t appartient à Ind (])*; la transformation §' 
ayant un nombre fini de points d'indétermination m, est immobile. 

- Montrons que si m, est immobile préserve une fibration en droites ; m, étant immobile, 
nous le noterons m. Puisque et $ commutent on a 

que l'on peut réécrire sous la forme $ +s (<D t ) = Œ) s . Par suite chaque $ préserve la famille 
infinie de droites Œ> = (® lV ). 

- Supposons que § t appartienne à Z 1 pour t générique ; alors (j), s'écrit AxB où A, B 
désignent des éléments de PGL3(C) (dépendants de t). Un calcul direct montre qu'un 
ensemble de droites dont l'image par i est encore un ensemble de droites fait partie 
du pinceau de droites passant par (0 : : 1 ). Il en résulte que © est contenue dans ce 
pinceau de droites qui est donc invariant par le flot. 
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- Si § t est dans Z 2 , alors, pour t générique, § t est de la forme ApB avec A, B deux 
automorphismes de P 2 (C). Comme précédemment on constate qu'un ensemble de 
droites dont l'image par p est encore un ensemble de droites est inclus dans les deux 
pinceaux aux points d'indétermination (1 : : 0) et (0 : 1 : 0) de p. Ici encore © est 
contenue dans un pinceau de droites invariant par le flot. 

- Lorsque (j) f admet trois points d'indétermination, il est du type AoB. Les droites dont 
l'image par l'involution de CREMONA sont encore des droites font partie des trois 
pinceaux de droites passant par les points (1 : : 0), (0 : 1 : 0) et (0 : : 1). Il s'en 
suit que Œ> est contenue dans l'union de ces trois pinceaux de droites. Le flot § t laisse 
donc ici encore un pinceau de droites invariant. 



Exemple. — Soit / un élément du groupe abélien 

G = {(x (x 2 + $xi) :xi(x 2 + ax ) : (x 2 + $xi)(x 2 + Ott )) | a, (3 € C}; 

on a Exc / = {x 2 = 0, x 2 + $x\ = 0, x 2 + Otto = 0}. La droite mobile d'équation x 2 + fki = 
(resp. x 2 + Otto = 0) est contractée sur le point immobile (0:1:0) (resp. (0 : : 1)). Dans la 
carte affine x\ = 1 , un élément / de G est du type 



Ce flot (]) f contracte les deux familles mobiles x 2 + txo = et x 2 + tx\ = 0. Il laisse ainsi les 
deux fibrations x 2 /xq et x 2 /x\ invariantes avec permutation des fibres. 

Lemme 2.3. — Soit (j) f un germe de ûot dans Bir 2 . Un point mobile éclaté par § t l'est sur une 
droite immobile. 

Démonstration. — Notons m t le point mobile éclaté par (j)* et 2^ la droite sur laquelle il est 
éclaté. Écrivons la commutation de (j)* et 



Puisque Ind est fini et m t mobile, l'image de m t par (j)* est un point p s pour s, t génériques. 
Si Œ> t est mobile, §*(D t ) est en général une courbe (car Exc est fini) ; alors l'égalité 



□ 




le groupe G laisse donc la fibration x 2 = cte invariante. 

Dans le groupe G ci-dessus il y a beaucoup de flots par exemple 



= (xo (x 2 + tx\ ) : x\ (x 2 + txo) : {x 2 + tx\ ) (x 2 +txo)). 



C(CN) = C(C(™<)) = C(©<). 



4>;(p,)= <E(© f ) 



assure que p s est un point d'indétermination de $ ce qui contredit le fait que (])* ne compte 
qu'un nombre fini de points d'indétermination. □ 
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Exemple. — Soit G le sous-groupe abélien de Bir(P 2 (C)) défini par 

G = {((x + otx 2 ) 2 : xqx\ + P*2 : x 2{*o + 0x2)) I ex, P G C}. 

Chaque transformation {{xq + OCX2) 2 : xqx\ + §x\ : X2(xo + 01x2)) contracte le point (—a 2 : [3 : oc) 
qui est donc mobile sur la droite d'équation xq = qui est fixe. 

Lemme 2.4. — Soit (I), un germe de /lot dans Bir2. Il y a au plus une droite immobile contrac- 
tée par § t . 

Démonstration. — Écrivons § t sous la forme (Q\,t '■ Qi,t '■ Q,~s,t) où les Qi t sont des formes 
quadratiques dépendant analytiquement de t. Comme (|) ( * = id, les <2,-,o sont divisibles par une 
même forme linéaire que l'on peut supposer être X2, i.e. on peut supposer que (j) f est du type 

(xQX2 + tAi(xQ,x\,X2,t) : xiX2 + tA 2 (xo,xi,X2,t) : x\ + tA 3 (x ,xi,x 2 ,t)). 

On constate en coordonnées homogènes que lorsque t = 0, l'unique droite contractée est X2 = 0. 
Il suffit, pour terminer, de remarquer que si une droite © est contractée pour une infinité de t 
elle l'est par tous les (j)*. □ 

Remarques 2.5. — 

- On peut avoir cohabitation entre droites mobiles et droites immobiles contractées. Consi- 
dérons le flot 

<t>ï = {xqX2 ■ x\ (tx +x 2 ) : x 2 (tx + x 2 )); 

on constate que contracte les droites x 2 = (immobile) et txo + x 2 = (mobile), ces 
dernières sur le point (1 : : 0). 

- On pourrait penser que le Lemme 2.4 se généralise en degré quelconque, à savoir qu'un 
flot birationnel a au plus une courbe rationnelle immobile contractée. Il n'en est rien 
comme le montre l'exemple qui suit. Soit e tA un flot linéaire générique ; alors ae tA a est 
un flot de transformations de degré 4 ayant trois droites fixes et trois coniques mobiles 
contractées. 

Définition. — Soit § t un flot de Bir2; nous dirons que § t est un flot polynomial s'il existe une 
carte affine C 2 invariante telle que : C 2 — > C 2 soit polynomial pour chaque t. 

Proposition 2.6. — Soit § t un germe de ûot dans Bir 2 . Si (j), contracte une unique droite qui 
de plus est immobile, ty t est un germe de ûot polynomial. 

Démonstration. — S'il s'agit d'un flot linéaire il n'y a rien à faire. On peut supposer à conju- 
gaison près que l'unique droite contractée par § t est la droite d'équation xq = 0. Pour chaque t 
tel que (j)* soit vraiment quadratique est g.d. conjugué à x, i.e. pour ces t le flot § t s'écrit 

A, (x 2 , : x xi : x\ -x Q x 2 )B t 

où A t , B t désignent des éléments de PGL3(C) tels que B t préserve la droite d'équation xo = 0. 
Par suite l'unique point d'indétermination de 

= A, (x 2 , : x xi : x\ - x Q x 2 )B t 
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est situé sur la droite d'équation xq = 0. Ainsi les points d'indétermination et les courbes 
contractées sont à l'infini dans la carte xq = 1 pour presque tout t donc pour tout t, ce qui 
signifie que (|)* y est polynomial. □ 

Le groupe Aut[C 2 ] des automorphismes polynomiaux de C 2 contient le groupe, dit groupe 
affine, 

A = {(x Q ,xi) ^ {a\XQ + b\Xi + ci,a 2 x Q + b 2 xi + c 2 ) | a,-, b i} c t G C, a\b 2 -a 2 b\ / 0} 

des automorphismes affines et le groupe des automorphismes préservant la fibration x\ = cte, 
encore appelé groupe élémentaire 

E = {(jtô,jci) ^ (ctto + P(jci),p«i+Y) | a, peC*, yeC, PeC[xi]}. 

Plus précisément JUNG a montré que Aut[C 2 ] est le produit amalgamé de E et A le long de leur 
intersection ([Jun42, Lam02]). Le groupe des automorphismes polynomiaux a fait l'objet de 
nombreuses études. En particulier Friedland et MlLNOR (voir [FM89]) ont montré qu'un 
élément / de Aut[C 2 ] est ou bien conjugué à un automorphisme élémentaire, ou bien conju- 
gué à un automorphisme s'écrivant comme composée d'un nombre fini de transformations de 
HÉNON ; dans ce dernier cas on dit que / est de type HÉNON. 

La classification des groupes abéliens de transformations polynomiales a été établie par 
MOLDAVANDSKI ([Mol67, Wri79]). À conjugaison près dans le groupe des automorphismes 
polynomiaux, un tel groupe H vérifie l'une des assertions suivantes 

- H est contenu dans le groupe élémentaire E ou le groupe affine A; 

- H = U,-Hj où les H,, i G N, satisfont H,- C H,+i et sont individuellement conjugués à des 
sous-groupes finis de A n E; 

- G = F x (/) où / désigne un automorphisme de type HÉNON et F un sous-groupe fini de 
l'intersection A n E. 

Parmi les trois types ci-dessus seul le premier est susceptible de contenir un groupe à un 
paramètre, les deux derniers étant dénombrables. 

Nous allons utiliser le résultat suivant qui fait partie du folklore. 

Lemme 2.7. — Soit f un automorphisme polynomial de degré 2 de C 2 qui ne soit pas affine. 
Alors, à conjugaison affine près, 

f = (ox +P(xi),axi+b) ou f=(xi,P(x 1 )-dx ); 

dit autrement, f est, à conjugaison affine près, un automorphisme élémentaire ou une transfor- 
mation de HÉNON. 

Démonstration. — Posons / := (P, Q) où P et Q désignent des polynômes de degré inférieur 
ou égal à 2. Écrivons P (resp. Q) sous la forme Pq + P\ +P 2 (resp. Qo + Q\ + Qi) avec Pq, Qq 
constant et degPj = deg Qi = i pour i / 0. 

Puisque le déterminant jacobien de / est constant, Le. dP A dQ = cte, la quantité dP 2 A dQ 2 
est nulle. Il en résulte que P 2 = Z\qetQ 2 = z 2 q où les e, désignent des complexes et q une forme 
quadratique ; notons que les 8; sont non tous nuls sinon / serait affine. L'égalité dP AdQ = cte 
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implique alors que (z 2 dP\ — Z\dQ\) Adq = 0; la forme quadratique q et la forme linéaire non 
triviale S2.P1 — £i<2i ont donc les mêmes niveaux. Par suite 

q = z{z 2 P l -z l Q l f, eeC*. 

On peut supposer que l'automorphisme / est de la forme 

(P + Pi + £i4, Qo + Qi + 62*?). 

Si 82 est nul, le déterminant jacobien de / étant constant, Q\ ne dépend que de x\ et / est 
élémentaire. Si £2 est non nul, alors, à conjugaison linéaire près par (xo + £1x1/82, xi), l'au- 
tomorphisme / s'écrit {Pq +P\,Qo + Qi +£2*1)- Puisque le déterminant jacobien de / est 
constant, on obtient que P\ = P(x\); à conjugaison linéaire près / est alors un automorphisme 
de HÉNON. □ 

Soit (j) f un germe de flot polynomial quadratique non affine. On choisit une valeur du para- 
mètre îq telle que §* = f soit purement quadratique. Puisque le centralisateur d'un automor- 
phisme de type HÉNON dans Aut[C 2 ] est dénombrable ([LamOl]), le Lemme 2.7 assure qu'à 
conjugaison affine près / s'écrit de la façon suivante 

/= (axo + P+x?,axi +b), aa^O. 

Lemme 2.8. — Soit g un automorphisme quadratique commutant à l'automorphisme polyno- 
mial 

f= (axo + P+x?,axi +b), 
Alors g préserve la hbration x\ = cte. 

Démonstration. — Posons g = (gi,g2)- La commutation de g à / nous assure en particulier 
que 

(2.1.1) g2°f = ag 2 + b 

Écrivons g 2 sous la forme po + pixo + ^2^1 + P3X0 + P&oxi + P5X\ - En développant (2.1.1) on 
obtient les égalités suivantes 

P3= P4 = (a-a)pi =bp 5 = pi+a(a-\)p 5 = 0. 

Comme ^3 = P4 = 0, la fibration x\ = cte est invariante par g si p\ = 0; c'est le cas si a / a. 
Supposons pi ^0 alors a = a et a(a — l)ps / 0; en particulier a 7^ 1 et b = 0. Par suite / 
s'écrit 

(axo + P+x?,axi). 

Comme a est distinct de 1, la transformation / est affinement conjuguée à / = (axo +x\,ax\). 
Un calcul direct montre que si g commute à /, alors g est du type suivant 

((p 2 +a(l — d)a2)xQ + a\X\ + a.2x\,px\) 

et en particulier préserve la fibration x\ = cte. □ 
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Proposition 2.9. — Soit ty t un germe de flot polynomial quadratique. Alors <|) ( laisse un pin- 
ceau de droites invariant. Le ûot § t est affine ou, à conjugaison linéaire près, de l'une des 
formes suivantes 

(x +t(a+xj),xi); 

((*° + £K44 a/0; 



f 2 2xi x?\ „, / 2 2x\ x?\ / 2 2x\ \ t 2 \ 
*Ô + ^ + -5" + — « œ -Hî+-5- + — - [-2 + —]t--,x 1 +t , CC^O; 
v oc J a 2 a / \a 3 a 2 oc y \a 2 oc y oc y 

*o + e + - 1),^^) , e g {0, 1}, /i ^ 0; 

Xoeffi + 2^ ( ^" Êœ) ' Xl ^) ' a/2A,; 
xoe™ + zx x te m + ^(e 7m - e at ), Xl e w ^ , oc + 0; 
x e œ +x^e œ ,xie œ / 2 ). 

Démonstration. — On suppose (j^ non affine. Puisque le centralisateur dans Aut[C 2 ] d'un au- 
tomorphisme de HÉNON est dénombrable ([LamOl]), § t est, d'après les Lemmes 2.7 et 2.8, à 
conjugaison affine près, de la forme suivante 

<h = (a(t)xo + P(xi,t),p.(t) Xl +b(t)) 

où a, fi et b sont holomorphes en t et P(x\,t) est un polynôme du second degré en x\ à para- 
mètre t. Le générateur infinitésimal % = ^ | f=0 est donc de la forme 

X = (cu + Po + Pi*i + PiA ) ^ + G"*i + &) ^- • 

Comme on peut exclure le cas où (j), est affine pour tout t, on suppose p 2 / et par homothétie 
on se ramène à p 2 = 1. Nous allons à conjugaison affine près donner des formes normales 
des champs % ci-dessus suivant les valeurs des paramètres a, //, ... À transformation affine 
près en x\ on peut supposer que la seconde composante de % est de l'un des trois types 0, 

- Supposons que % = (otto + /?o + Pi*i s i a est nu l §t est donné, à conjugaison 

près par un élément du type (xq,x\ + e), par 



tyt = (x + f(P+x 2 ),xi). 
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Si a est non nul, on se ramène, à conjugaison près par des transformations du type 
(xo + a + bx\,x\), à po = p\ = 0. Dans ce cas le flot s'écrit 



Supposons que % soit du type (wcq + po + p\X\ +x\)j& + ; comme précédemment on 
distingue les cas a nul et a non nul. Si a = 0, alors 

(j) f = (x +t(p +PlXl+x{)+t 2 (y . 

Lorsque oc / on peut de façon analogue au cas précédent supposer po = P\ = 5 ce qui 
conduit à intégrer (otto + + on obtient 

2 i 2x! i x\\ m ( 2 ^ 2xi t x\\ f 2 , 2x i\ f f 2 



a- 5 a 2 a / \ a- 5 a 2 a \a z al a 



On considère le cas où 

ox() dxi 

Si a = le champ % est linéairement conjugué à (e + x 2 )-^ le flot d'un tel 

champ est de la forme 

v-2 



h=(x + U + ^ i (e 2 *-l),x 1 é a y 



Lorsque a est non nul et distinct de p. et 2p., alors à conjugaison linéaire près % s'écrit 
{oxq+x 2 )-^+ px\^ et son flot est 

4>r = (x e œ + J^-ie 2 »' - e m ),x^ . 

Pour a = p on constate que % est linéairement conjugué à (otto + £x\ +x 2 )-^ + 0Dc i^7 
avec £ dans {0, 1} qui conduit à 

= + exi^ œ + ^(e 2œ - e œ ),x ie œ 
Enfin pour a = 2p. il vient à conjugaison linéaire près 

□ 

D'après les énoncés 2.2, 2.4, 2.6 et 2.9 on a le : 
Théorème 2.10. — Un germe de ûot dans BÙ2 préserve une ûbration en droites. 
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Définition. — Soit § t un flot birationnel quadratique de générateur infinitésimal %. Une symé- 
trie forte Y de % est un champ de vecteurs rationnellement intégrable de flot \\f s tel que 

- (|)* et \|f* commutent, Le. [%,Y] = 0; 

- \\f s appartient à Bir2 pour tout s; 

- X et 7 ne sont pas C-colinéaires. 

Soient § t un flot dans Bir 2 et x (resp. fy) le champ (resp. feuilletage) associé. On note 
((j)*) C Bir* le groupe engendré par les (j)* et ((])*) Z son adhérence de ZARISKI dans Bir2. Enfin 
G(x) désigne le groupe abélien algébrique maximal contenu dans Bir* et contenant ((j)*) . 
Avec les notations précédentes on a le 

Théorème 2.11. — Soit § t un germe de ûot dans Bir 2 de générateur infinitésimal %. On a les 
assertions suivantes 

i. Si G(x) est de dimension 1, alors f x est une fibration rationnelle. 

ii. Si dimG(x) > 2, alors x possède une symétrie forte. 

Dans les deux cas f x est défini par une forme fermée rationnelle. 

Démonstration. — i. Si dimG(x) = 1, alors ((])*) Z est la composante neutre de G(%). Ce 
groupe en tant que groupe de Lie est isomorphe à C, ou à C* ou encore à un tore C/A. 

D'après le Théorème 2.10 le groupe ((j)*) préserve une fibration en droites, disons x\ = cte. 
Ceci induit un morphisme 

71 : M Z ^PGL 2 (C) 

décrivant en particulier l'action de (j) f sur les fibres. Si § t préserve la fibration x\ = cte fibre 
à fibre (Le. 7t est triviale), alors = {x\ = cte} et la conclusion est évidente. Sinon (§') 
ne peut être un tore car il n'y a pas de tore complexe dans les sous-groupes de PGL2(C); 
par suite l'adhérence (topologique) de (§') dans P 17 (C) ~ Rat 2 est une courbe rationnelle. 
On sait depuis DARBOUX ([Jou79]) qu'un feuilletage de P 2 (C) dont toutes les feuilles sont 
d'adhérence des courbes algébriques possède une intégrale première rationnelle non constante. 
Dans notre cas ces courbes sont rationnelles donc J x est une fibration rationnelle. 

ii. Supposons que dimG(%) > 2. On peut alors trouver un germe de groupe à un paramètre \f s 
dans G(x) non inclus dans Soit Y le générateur infinitésimal de \\f s ; alors X et F commutent 
et ne sont pas C-colinéaires. Pour terminer soit co une 1 -forme rationnelle définissant si % 
et Y sont génériquement indépendants Q. = co/;V(0 est fermée et définit f x . Si ce n'est pas le 
cas, Y s'écrit r% avec r rationnelle non constante et la commutation implique %(r) = 0; alors dr 
est fermée et définit J x . □ 

Remarque 2.12. — Soit Y une symétrie forte de %; le flot de Y est contenu dans G(x) • Comme 
le groupe G(x) est un groupe de Lie, ocx + $Y est encore une symétrie forte de x dès que [3 est 
non nul. 

En reprenant les démonstrations menant au Théorème 2.10, on constate que G(x) préserve 
une fibration en droites, disons x\ = cte ; un élément (j) = (<|>i,<|>2) de G(x) est donc du type (en 
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carte affine) 

/ a(xi)x + b(xi) \ 

* ( * Ji)= U.)*o+^ 1 r v( *' ) J 

où v appartient à PGL2(C) et a, b, c etd sont des polynômes en xi . Dans la carte affine X2 = 1 
on peut donc écrire les champs % et y sous l'une des formes 

3 3 3 3 

X = Xi5— + X2(*i)5— , = fi 5— + Î2(xi) — , avecX2(^i) =0, 1 ouaxi. 

OX() OXl OX() OXl 

Puisque % et Y commutent quitte à changer Y\ en Y\ — e% on peut supposer lorsque %2 ^ 
que F 2 = 0. 

2.1.3. Deux résultats sur les germes de flots dans Bir„. — 

Pour un germe de flot quelconque, Le. dans Bir„ (la définition étant la même que pour un 
flot dans Bir2), le Théorème 2.11 se généralise de la façon suivante. 

Théorème 2.13. — Soit (|) f un germe de flot dans Bir„ de générateur infinitésimal %. Soit G(%) 
le groupe abélien maximal algébrique contenu dans Bir„ et contenant ((])•) . On a 

- Si G(x) est de dimension 1, aiors J x est une ûbration rationnelle ou elliptique. 

- Si dimG(x) > 2, alors % possède une symétrie forte. 

Dans les deux cas f x est défini par une forme fermée rationnelle. 

Démonstration. — La seconde assertion se démontre comme au Théorème 2.11. Dans la pre- 
mière situation les feuilles de <J X sont d'adhérence (ordinaire) algébriques et f x possède une 
intégrale première rationnelle ; ses fibres sont nécessairement rationnelles ou elliptiques. □ 

Le Théorème 2.10 se généralise comme suit. 

Théorème 2.14. — Tout germe de ûot birationnel laisse une fibration rationnelle invariante. 

Démonstration. — Soient (j) f un germe de flot birationnel et f le feuilletage associé au généra- 
teur infinitésimal de (j) f ; on a (j) f *jF = 1 . Les transformations de type (xqXj ,Xgxf ) ne se plongent 
pas dans un flot; en effet par itération leur degré croît. Par suite, d'après le Théorème 1.2. 
de [CF03] (rappelé au Chapitre 2, §2.1.1.2), ou bien J est une fibration rationnelle, ou bien 
Bir(»S, f ) = Aut(5, J ) pour un certain modèle birationnel de f . 

Lorsque Bir(5', f ) = Aut(5', J ) les induisent un groupe à un paramètre global (le flot du 
générateur infinitésimal vu sur S) d'automorphismes de S qui bien sûr sont isotopes à l'identité. 
Par suite ils fixent tous les diviseurs exceptionnels de S et on peut donc supposer la surface S 
minimale, Le. P 1 (C) x P 1 (C) ou P 2 (C) ou une surface de HlRZEBRUCH. Un calcul élémentaire 
- au cas par cas - montre qu'un flot d'automorphismes sur une surface minimale laisse une 
fibration rationnelle invariante. □ 

Dans la suite les * seront la plupart du temps omis. 
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2.2. Classification des germes de flots birationnels quadratiques 



Soit § t un germe de flot dans BÙ2; alors ty t s'écrit à conjugaison linéaire près 

/ A(x u t)xo+B(xi,t) \ 
^ \C(x u t)xo + D(x h ty nXut) ) 

avec 

- v(x\,t) =x\ ou x\ +t ou e^'xi; 

- A, B, C et D sont polynomiaux en x\ et 

deg Xi A<l, deg Xi B<2, deg^ C = 0, Le. C(x\,t) = C(t), deg Xi D<\. 

- B(x u 0) =C(xi,0) =0etA(^,0) =D(x u 0). 

Le générateur infinitésimal % := ^ de § t est de la forme 

t=Q 

axl + £(xi)x Q +P(xi) d d 

TT ^ ^ £ (*U^— 

ax\ + b ax() ax[ 

où 

- a,a,b désignent des éléments de C; 

- i et P des polynômes de degré 1 et 2 respectivement ; 

- à conjugaison linéaire près et multiplication scalaire près (renormalisation du temps), £ 
vaut 0, 1 ou x\. 

Nous allons classifier, à transformations linéaires et renormalisation près, les flots de Bir2, ce 
qui revient peu ou prou à détecter parmi les champs % ci-dessus ceux qui sont rationnellement 
intégrables. 

L'approche se fait en trois étapes suivant les valeurs de £. 

2.2.1. La seconde composante du flot est triviale. — 

Dans ce paragraphe on s'intéresse aux champs du type 

(Xxl + £(xi)x +P(xi) d 



ax\ + b 3xq 

Nous allons nous ramener à étudier 5 modèles de champs. À homothétie en xq près, on a 
l'alternative : a = ou a = 1. 

- Lorsque a vaut 1, on constate qu'à transformation linéaire près on peut supposer £ = 0. 
De plus quitte à faire une translation et/ou une homothétie en x\ le couple (a,b) prend 
les valeurs suivantes : (0, 1) ou (1,0). Autrement dit on se ramène aux deux familles de 
champs 



ou 



3xq x \ 3xo 



- Lorsque a est nul, il apparait trois types suivant en particulier les valeurs de a 
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- Si a est non nul, alors, à translation et homothétie en x\ près, 

(|3xi+ i u)xo+/ , (xi) 3 



- Lorsque a est nul, on se ramène aux deux cas suivants 

X = (jjx + P(xi))^ ou X = (pxoxi +P(xi))^-. 

Nous allons dans les Remarques et Lemmes qui suivent étudier ces différentes éventualités. 

Remarque 2.15. — Soit % le champ défini par (jjxq + P(x\))-^ où /j désigne un élément de C 
et P un polynôme quadratique. Si /j est non nul, % est linéairement conjugué à (jjxq +x\)^ 
dont le flot s'écrit 



Si est nul, le flot de % est linéairement conjugué à (xq + t(a +x\),x\ ) (voir Proposition 2.9). 
Tous les deux sont des flots « polynomiaux ». 

Lemme 2.16. — SoitP un élément de C[x\] de degré inférieur ou égal à 2. Les champs 

X\ OXQ 

Xi = (ox x 1 +P(xi))^- , oceC*, 
dxo 

X\ OXq 

ne sont pas rationnellement intégrables. 

Le champ est rationnellement intégrable et a pour flot (^ X X °*Î XQ ,xij . 

Démonstration. — La preuve se fait dans tous les cas par une intégration élémentaire directe. 
À titre d'exemple l'intégration de %\ se fait comme suit. On écrit (j) f = (xo(t),xi (t)); on a 
x\ (t) = X[ et l'équation du flot conduit à = x^{t) +P{x\), soit 

xo{t) 2 +P{ Xl ) 

On écrit formellement l'équation différentielle ci-dessus sous la forme 
-1 / dxp(t) dxpjt) 

2iy/P( Xl ) \xo(t)+iy/P(xi) Xq {t) - i y/P(xi ) 

On obtient par intégration directe 



dt. 



log 



X (t)+iJP(xi) \ n . r— — 

— — V v ; = cVe-2\ JP(x x )t 

x () (0-iv^)/ 
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soit encore en utilisant la condition initiale (xq(0),xi (0)) = (jcq,jci) 



Xo(t)+iy/P{xj) = XQ + jy/P(xi) ^iy/Î^T) 

x (t) -i v / P(xi) x -i v / P(xi) 

Ce qui donne une expression explicite pour xo(t); puisque P est non constant le flot est 
transcendant multivalué. 

Les autres cas se traitent de façon analogue. □ 

Remarques 2.17. — 

- Lorsque P est constant on écrit le champ %\ sous la forme 

(xn-oc 2 ) ^— , a G C. 

Ce champ est rationnellement intégrable ; son flot qui est dans BÙ2 s'écrit 



X 



a(e- 2at + l)x + a 2 (e- 2œ -l) . 
*i pour a = 0, ,_. m — ■ ,. m — ,xi sinon 



1-txo' V r ' V {e- 2at -l)x Q + a{e-^ + l) 

- Lorsque ^ est nul et a non nul le champ 

OX(\X\+P(x\) d 

X4 = T- 

Xi OX() 

est conjugué à c " ^ 1+1 g ^ dont le flot est 

— — +e œ U + — ] ,xi 



cxxi \ axi J 
Enfin si a est nul, le flot de %4 est donné par (xo + *^p>*i) . 

On déduit des Remarques 2.15, 2.17 et du Lemme 2.16 la : 

Proposition 2.18. — Un germe de flot dans BÙ2 qui préserve une ûbration en droites fibre a 
fibre est, à conjugaison linéaire près, de l'une des formes suivantes 

/ / n ( x o \ ( P( x i) \ ( X 0-Ï1 \ 
(x + f(a + xf),xi); ,xi ; [x + t ,x\ ; ,xi ; 



■^ + ^. 1)M y. ^ + ,^£. Hi r ^ z[ g 7 ^ + -., 



.2 



1 , utf M \ . /a'^ + I^o+A'V^-I) 



où ^ désigne un complexe non nul etP un polynôme de degré inférieur ou égal à 2. 
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2.2.2. La seconde composante du flot est une translation. — 

Pour ce type de flot le générateur infinitésimal est du type 

CUCq + £(xi)xo + P(xi) 3 3 
ax\ + b 3xq dx\ 

avec t affine et P polynôme de degré inférieur ou égal à 2. On cherche donc parmi les champs 
de vecteurs de la forme ci-dessus ceux qui sont rationnellement intégrables. On peut supposer 
que le couple (a,b) prend les valeurs (0, 1) ou (1,0) et quitte à faire une homothétie en xq, ou 
bien a vaut 1, ou bien a est nul. 

Si a = 1, alors en faisant agir la transformation ^xq — on se ramène au cas ou 1 = 0. 

On a donc les éventualités suivantes à considérer 

oxq ax\ x\ oxq ox\ 

Si a est nul, alors, à translation en x\ près, on a £(x\ ) = P ou (jx\ ; on se ramène aux trois cas 

(a,*) = (0,1), (a,*) = (1,0), (a,b) = (\,b). 

On doit étudier les champs % de l'un des types suivants 

(ax Q + P(x l ))— + —, ( taoXl+ p(x l ))— + —, ^1 LiZ + 

oxq axi oxq oxi x\ oxq ox\ 

Oxq+P{x\) 3 3 ijxqX\+P{x\) 3 3 

x\ 3xq dx\ ' x\ + b 3xq dx\ ' 

où a, fi, b sont des constantes, b / et P un polynôme de degré inférieur ou égal à 2. 
Lorsque 

3 3 

X= (ax +po+Pixi+P2x 2 i)^- + 5— , oceC*, p t eC, 

OXq OX\ 

on a 

- ou bien p2 est nul et % est linéaire ; 

- ou bien pi 7^ et % est linéairement conjugué à 

(axQ+x 2 l )^- + ^-, oceC* 

OXq OX\ 

dont on constate que le flot est polynomial donc rencontré à la Proposition 2.9. 
Supposons que 

. 2 3 3 

X= W° + PlXl+P2 ^>^ + 1 a 7 x ~ l > Pi^C. 

Si P2 est nul, % est linéaire ; sinon % est linéairement conjugué à 

2 3 3 

(A,+Xi) 3^ + ^r 

dont le flot est polynomial. 
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Notons que 

IJXqX\ + po + P\x\ + p2*\ 3 , 3 



-, p.eC*, Pi eC 

est conjugué via (xq + y + ^y^l^l) à 

pxoxi +po 3 3 
xi 3xo 3xi 

Le champ 

Cttù+Po + PlXi+P^ 3 3 aeC) ,. eC ; 

Xi OX() OXi 

est, à conjugaison linéaire près, de l'un des types suivants 

ocxo 3 3 xo+xi 3 3 xq + p\x\+x\ 3 3 

x\ 3x<) 3xi ' x\ 3xo 3xi ' x\ 3xo 3xi ' 

^— + — , cceC,/?ie<C. 

xi oxo ax\ 
Pour finir remarquons que 

px§x\+p x x\+p 2 x\ 3,3 , ^.p* ^ 

x\+b oxo 0x1 

est linéairement conjugué à l'un des deux modèles suivants 

i"*o*i 3 | 3 ^xoxj__3_ + _3_ èeC* 

xi + è 3xo 3xi ' xi + ô 3xo 3xi ' 

Donc nnalment on considérera les éventualités suivantes 

3 3 ^0x1+ po 3 3 

(pxox\+P(x\))= h^— , 5 h^— , 

oxo 0x1 xi oxo 0x1 

Oxo 3 3 xo+xi 3 3 

x\ 3xo 3xi ' x\ 3xo 3xi ' 

xo+p\x\+x\ 3 3 cxxo + Xj 3 3 

x\ 3xo 3xi ' jci 3xo 3xi ' 

iuxoxi 3 3 pxqxi 3 3 

x\+b 3xo 3xi ' x\+b 3xo 3xi ' 

avec a, b dans C, /?; dans C et P dans C[xi], deg/ 5 < 2. 

Cette partie et la suivante contiennent de nombreux Lemmes ; les stratégies de preuve uti- 
lisent l'une des démarches suivantes 

- lorsque celà est possible on calcule explicitement le flot par intégration ; 

- pour éliminer certains cas on montre que f x n'a pas d'intégrale première rationnelle en 
cherchant une singularité de type nœud-col dans un modèle birationnel de f x ; la présence 
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d'une telle singularité est évidemment une obstruction à l'existence d'une intégrale pre- 
mière rationnelle. On montre ensuite (en général via Maple) qu'il n'y a pas de symétrie 
forte. Le Théorème 2.11 assure alors que % n'est pas rationnellement intégrable ; 
- une autre procédure consiste à faire dégénérer % (par renormalisation) sur un champ %o 
que l'on sait ne pas être rationnellement intégrable. 

Commençons par considérer le cas où % = (xq + P{x\))^ + Dans un premier temps 
supposons P constant. 

Lemme 2.19. — Le champ 

,2 a 2-j 3 _|_ 3 
dxQ dxi 

s'intègre en 

'a{e- 2m + \)x + a 2 (e- 2at -\) 



(e-2af_i) Xo + a (e-2œ + 1 ) 



,x\ +t 



Démonstration. — Le champ (xf, — a 2 ) -p- est conjugué via / = au champ — 2ccxo -p- dont 
le flot est e~ 2at xo d'où le résultat. □ 

d 11ft o-A fa(e- 2at +l)x +a 2 (e- 2at -l) .A 

Remarque 2.20. — Si (j), = ^ ( e -^-i) Jo + a ( e -^+i) ' Xl + ? J ' on a 

(j)o = id G S ; ^Z^VîG— \{0}; € E 2 , V * * ^ 



oc "a 
Puis traitons l'éventualité où P n'est pas constant. 

Lemme 2.21. — Considérons le champ % défini par 

X = (*§ + W)^ + ^ ' € Cfc], degP < 2, g ^ 0. 

Le /ïot de % n 'est pas dans Bir2. 

Démonstration. — Nous allons utiliser le Théorème 2. 11. 

- Commençons par montrer que f x n'admet pas d'intégrale première rationnelle. 
Posons P{x\) := po + p\X\ + p%x\. Le feuilletage J x est décrit par 

% = ( x o + Po + Pi*i + P2*i)dxi - dx . 
Quitte à changer xo en l /xq et jq en l /x\ , on obtient 

Œjc = ( x i + x o(Pox 2 i + Pi*i + P2))dxi -x|dx . 
Posons xi \=txç)\ alors 

co x = t(t 2 + /?o* 2 *o + Pitao + P2 - ? 3 Xo)dx +x (t 2 + po* 2 *o + Pi^o + P2)dt. 

Supposons p2 7^ 0. Le l-jet au point singulier (0, — \f—pî) est de la forme tdxo; la singu- 
larité est de type nœud-col et f x n'admet donc pas d'intégrale première rationnelle. 
Lorsque p2 = la même suite de transformations conduit à 

oo x = (xi + p xixl + /?iXo)dxi -xjdxo- 
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On fait alors deux éclatements, plus précisément on pose x\ = tx$, et on obtient la forme 

t(2t + IpQtXQ + 2p\ - t Xq)Axq +xo(t + potxo + pi)dt; 

on remarque qu'en (xo,t) = (0, — pi) celle-ci présente une singularité de type nœud-col 
car P(x\ ) est non constant donc p\ non nul. Ainsi T x ne peut posséder d'intégrale première 
rationnelle. 



- Pour finir montrons que % n'a pas de symétrie forte Y. 

D'après la Remarque 2. 12, on peut supposer qu'un tel Y s'écrit c^°+d W~ avec Q P°ly~ 
nôme de degré inférieur ou égal à 2 et C, D dans C 2 \ {(0,0)}. On remarque que les pôles 
de Y doivent être invariants par %. Mais le feuilletage ne possède pas de courbe du 
type x\ = cte invariante autre que x\ = 0; ainsi (C,D) est à valeurs dans {(0, 1), (1,0)}. 
Lorsque (C,D) = (1,0) (resp. (C,D) = (0, 1)) un calcul direct montre que Y est nul dès 
que P est non constant. 

□ 

x^-\-P(xi) 7) 

Ensuite on envisage la possibilité où % = ^ ^ + ^ . Comme précédemment nous 
allons distinguer le cas P constant du cas P non constant. 

Lemme 2.22. — Soit % le champ donné par 

x\-v} d d 
x\ dxQ dx\ 

Le ûot de % est birationnel si et seulement si 2a est dans Z \ {0} et appartient à BÙ2 si et 
seulement si a 2 = 1 /4. 

Lorsque a 2 = 1 /4 le ûot § t s 'écrit 

'{t + 2x x )xQ-t/2 



t + 2x\ — 2îxq 
Démonstration. — Si a est nul, on a 

** = (l+j tô (lnjc 1 -ln(jci+0)' JCl+ï 
qui n'est évidemment pas birationnel. 

Supposons désormais a non nul. On écrit (j) ( (xo,xi) = (xo(t),x\ + t); l'équation du flot 

j .. v dx (t) xZ(t)-a 2 

conduit a = " v ' f , ou encore 

dxo(t) dx (t) dt 



xo(t) — a xo(t)+a ' x\+t 



On en déduit que 



b ' a 2 (x 2a - (jci + Q 2a ) + a(xf + (jci + 2a )x , , 
! ' ' 1 (xf + (xi + 2a )« + (xf - fa + 2a )^o ' Xl + 1 ' ' 
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Ce flot est rationnel si et seulement si 2oc est un entier relatif non nul ; il est dans Bir2 si et 
seulement si a 2 = 1/4 auquel cas 

_( (* + 2x!)x () -t/2 
\ t + 2xi — 2?xq ' 



□ 



Lemme 2.23. — Le ûot § t du champ 

v 4+Po + Pixi+P2xj 9,9 . , ,„ 

X= ^— + ^— . P/GC, (pi,p2)^0, 

xi dxo oxi 

appartient à Bir2 si et seulement si {po,Pi) = (—1/4,0). 
Si {po,Pi) = (— 1/4,0) aiors § t s'écrit 

'f(t)(2tx - 1 + 2x0x0 - 2xb + 4p 2 ^ i+4p 2 JCi) 

î^l "T" f 



2(x!/(0 + gW(l-2x )) 
avecf(t) = 2y/ïï<ns{y/p~2t) etg(t) = sm(^p^t). 

Démonstration. — Cherchons sous quelles conditions % possède une symétrie forte. On peut la 
choisir sous la forme q^°+d 3F ou 2 désigne un polynôme de degré 2 et C, D deux complexes 
non tous deux nuls. Les éventuels pôles de Y doivent être invariants par % et la seule droite x\ = 
cte invariante par F x est x\ = 0; par suite 

(C,D) €{(0,1), (1,0)}. 

On cherche alors Q sous la forme a 2 XQ + t(x\ )xo + q(x\ ) avec deg t < 1 et deg q < 2. Un calcul 
direct montre que si (C,D) = (0, 1) alors P{x\) = po + p\Xi + /?2*ï est constant, ce que l'on a 
exclu. Lorsque (C,D) = (1,0) c'est encore un calcul direct qui montre que l'existence d'une 
symétrie non triviale implique (po,Pi) = (—1/4,0), cas où l'intégration du flot est explicite via 
Maple. Supposons que (po,Pi) / (—1/4,0). La 1-forme co x = (xq + P(xi))dx\ — xidxo définit 
le feuilletage J x \ quitte à changer xo en 1 /xq et x\ en 1 jx\ , cette forme s'écrit 

(xj + (pqx 2 +pix\ +p 2 )xl)dxi -Xjdx . 

Posons x\ = txo; alors iO x est du type 

*o(* +A)^o +^1^0 + ^2)df + +^o?^o + / 7 i ?;ï o + P2-^o)dxo. 

Si p2 7^ 0, la singularité (xo,t) = (0, \J—pi) est de type nœud-col et f x ne peut posséder d'in- 
tégrale première rationnelle. Lorsque p 2 = en éclatant deux fois (poser x\ = txfy la forme 

© x = (xi + /?o*o x i + Pi^)dxi -xfdxo 

on obtient 

x {t + po^o + Pi)dt + (2? 2 + 2p t 2 x 2 ) + 2pi? - ? 2 X())dx 

qui possède une singularité de type nœud-col au point (xo,t) = (0, —p\) puisque p\ est non nul. 

□ 
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Remarque 2.24. — On remarque que 

'/(t) (2tx - 1 + lx xi )+g(t){\- 2x + Ap 2 tx\ + Ap 2 x\) 



2(x 1 f(t) + g(t)(l-2x )) ' M+t 
avec f(t) = 2^/p 2 cos(^/p 2 t) et g(t) = sm(^/p~2t) a pour ensemble d'indétermination 

{(1:0:0), (1:0:2), (tf(t) -g(t) : 2g{t)t : -2g(t)))} 

Le. (j) f est dans Y?. On constate que g s'annule pour t G Zn/^/p^ et que pour ces valeurs des 
paramètres est dans Z 2 . 

Lemme 2.25. — Le champ % = (/£Co*i + + n est P as rationnellement intégrable 
lorsque ^ est non nul. 

Démonstration. — Raisonnons par l'absurde : supposons que le flot de % soit birationnel. Po- 
sons f(xo,x\) := (exo,xi). Notons 

X e = (fjxQXi+ea)— + — 
oxq ax\ 

le conjugué de % par / et (|)f = f$ t f~ l le flot de % e . Par le théorème de Cauchy appliqué en 
un point générique la limite de (|)f lorsque £ tend vers 0, Le. le flot de %o, est birationnel ; or le 
flot de Xo s'écrit {x§e mt+tit l 2 ,x\ + 1) et n'est pas birationnel. □ 

Remarque 2.26. — Considérons le champ % défini par 

X= (pxQXi +po + p l xi+p 2 x 2 l )^- + ^-, fie C, pi G C, (pi,p 2 ) + (0,0). 

Le champ x est linéairement conjugué à un champ du type (jjxox\ + a )g^ + îb[ dont on sait 
d'après le Lemme 2.25 qu'il n'est pas rationnellement intégrable. 



Lemme 2.27. — Le champ 



_ /jxqXi+pq d ^ d 
x\ 3xq dx\ 



est rationnellement intégrable si et seulement si po = 0, Le. si et seulement s 'il est linéaire. 

Démonstration. — Supposons po non nul et x rationnellement intégrable. En conjuguant % par 
/ = (xo,£xi ) et en multipliant par £, on obtient le champ rationnellement intégrable (pour £ non 
nul) 

po\ d 3 
epxo-\ — — h^— ; 



x\ ) dxo dx\ 

on note \|/f le flot de Xe- La limite de \|/f quand £ tend vers est birationnelle. Un calcul 
montre que 

\|/" = (xo + /?o(ln(xi +t) -lnxi),xi + t) 
n'est pas birationnel : contradiction. □ 
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Lemme 2.28. — Le flot de 

CDCn d d 

X = — - — I — 

x\ 3xq axi 

appartient à Bir2 si et seulement si oc appartient à { — 1, 1}. 
Si a = 1 , resp. a = — 1 il est du type 

— (xi+t),x\+t , resp. 

*i y \xi+t 

Démonstration. — Par intégration directe on obtient 



le champ % est rationnellement intégrable si et seulement si a est entier et dans BÙ2 si et 
seulement si a = ± 1 . Les cas a = 1 , resp. a = — 1 conduisent à 



XO / \ \ / XqXi 

— (xi+t),xi+t , resp. ,x\+t 

x\ y \x\+t 



xq + x\ d d 
^ x\ dxo dx\ 



x o + — +r + pi(xi+t)\ny— — J +tx\,xi+t 
qui est donc birationnel si et seulement si p\ = 0; auquel cas on a 

f XQt 9 \ 

% = [ xq-\ Yt +xit,x\ +t . 

\ *\ y 



□ 



Lemme 2.29. — Le champ 

n'est pas rationnellement intégrable. 
Démonstration. — On a 

<t> f (*o,*i) = ((xi+t)\n (^~~^ +^(xi+t),xi +t 
qui n'est pas birationnel. □ 
Lemme 2.30. — Le flot de 

_x + p\x\+x\ d ^ d 
^ x\ dxo dx\ 

appartient à Bir2 si et seulement si p\ = 0. 
Si p\ est nul, le flot de % est de la forme 

X()t 2 

x -\ Vt +x\t,x\ +t 

x\ 

Démonstration. — Le flot du champ % est donné par 

tXQ i 2 1 , +\ i ( x\ +t 



□ 
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Lemme 2.31. — Le flot de 



_ Oxq + x\ 3 3 
x\ 3xo 3xi 



est dans Bir 2 si et seulement si a est dans {—1,1}. 

Si a = 1 , on retrouve le cas précédent ; si oc = — 1 le flot de % s 'écrit 

' tx? + t 2 x\ + xoX\ + t 3 /3 
— 

Xi +t 

Démonstration. — Le champ % est linéairement conjugué à 

cxxo + exi 3 3 
xi 3xo 3xi 

pour £ / 0. Comme Xq est rationnellement intégrable et dans Bir2 si et seulement si a appartient 
à { — 1, 1} (Lemme 2.28) le champ % n'est pas dans BÙ2 pour oc {— l,l}.Sioc=l on retrouve 
le cas du Lemme 2.30 qui est rationnellement intégrable ; lorsque a = —1, on a 

/ x 2 t+x\t 2 +XQX\ + t 3 /3 
<h = - — ,xi +t 

V X\+t 

□ 

Lorsque a = on a le résultat suivant. 

Lemme 2.32. — Soit % le champ 

P0 + P1X1+P2X 2 3 3 

-, "T -, j Pi fc 

xi dxo 0x1 

Le champ % est rationnellement intégrable si et seulement si po = 0. 

Lorsque po = 0, le champ % est linéaire. 

Démonstration. — Le flot de % s'écrit 

. xi + A ^t 2 
x +^ ln( — — I +(^i+^i)t + ^-,xi+t 

ainsi <|) f est birationnel si et seulement si po = 0. □ 

Lemme 2.33. — Le /lot de 

xi + b oxq 0x1 
est dans Bir2 si et seulement si bp = ±1, ce qui conduit aux flots 

Démonstration. — Le flot du champ % est 

xi +ô 




,xi +t + b y 

On constate qu'il est dans BÙ2 si bp = ±1. On en déduit les deux flots de l'énoncé. □ 
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Lemme 2.34. — Le champ 

Xl + O OX() OXi 

est rationnellement intégrable si et seulement si bfi=\ et dans ce cas 



tyt = x (xi +è)H — xi +? 

VV i" <" / x i +^ + ? 

Démonstration. — Pour £ / le champ % est conjugué à 

^ _ (mkqXi + £ 3 3 
xi + è 3xo 3xi ' 

d'après le Lemme 2.33 le champ Xo est rationnellement intégrable si et seulement si b/u = ±1 
et cette condition est nécessaire pour que % le soit. Il faut donc intégrer l'équation 

3xqQ) = i ux (;)(x 1 +;) + l 
3? ~~ xi+è + ? i "~ 

que l'on traite comme une équation linéaire avec second membre. On cherche x (t) sous la 
forme C(t)e^ (x\ + 1 + b)~ b/J (variation de la constante) ; on obtient 



C'(t) 



e -f* 



(xi+t+by-^' 

Si b[i = 1 on a le flot suivant 



(|> f = ( (xoCuxj + ^ + l-^) ^— -,X!+A 



qui est bien dans Bir2. 

Lorsque b^i = — 1 on obtient 



p-0 p -ii(xi+t+b) 

r'(t) = - = — ^(xi+b) 

[) (x.+t + bf ( Xl+t + b)^ 



— e M.xi+b) 

Il s'en suit que 



1 H y (-^(x.+t + bf- 2 

(xi+è + 2 xi+b + t 



n>2 



x (t)= e^+'+V (-l- M ( Xl+t + b) ln(x! + 1 + b) + Y ( H) n {xi+t + bf \ + ^ (jq + , + fc) 
V «>2 (n-l)n\ J 



La condition initiale xo(0) = xq permet de calculer D; on constate alors que le flot obtenu 
n'est pas birationnel (présence de ln en particulier). □ 
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2.2.3. La seconde composante du flot est une homothétie. — 

Dans cette situation le champ % a pour seconde composante juxig^ avec /n £ C* . Dans la 
suite nous supposerons que /v vaut 1 pour ne pas alourdir l'exposé. Nous obtenons donc une 
classification à « renormalisation près du temps » par une homothétie. 

Le champ % est de la forme 

dxk + £(xi)x + P(xi) 3 3 

h X\ . 

Ax\ + B oxq àxi 

Quitte à faire agir une application diagonale (axo,bxi ), on peut supposer que 8 = 1 ou 8 = 
et que (A, fi) prend les valeurs (0, 1), (1,0) ou (1, 1). 

Lorsque 8 vaut 1, on peut supposer, à transformation affine près, que l est nul. 
Si 8 est nul, on pose P = po + p\X\ + p 2 x\ et £{x\) = §x\ + y. On a les éventualités suivantes 
à étudier 

1. Si p = y = 0, alors 

_ P(jcQ 3 d_ 
^ Ax\ + B dx 1 3*! ' 

comme précédemment on peut se ramener à 

(A,*) €{(0,1), (1,0), (1,1)}. 
Lorsque (A, fi) = (0, 1) le champ % est de la forme 

(po + pixi +p2x])^-+xi^-, p/GC. 
dxo ax\ 

Si p2 = le champ % est linéaire sinon il est linéairement conjugué à 

{e + xf)— +x l — , £6{0,1}; 
oxq ax\ 

dans ce cas on constate que le flot de % est polynomial et apparait en particulier dans la 
Proposition 2.9. 

Si (A, fi) = (1,0), on peut supposer que % s'écrit 

Po + P\x l +p 2 x 2 l 3 3 

X\ OXq OX\ 

ce champ est linéairement conjugué à 

l + exi 3 3 rn 

ï- +Xl ï-> £G{0,1}. 

x\ dxo ax\ 

L'autre éventualité à étudier sera la suivante 

Po + p\xi+p 2 x\ 3 3 

X= — +xi — , Pi€C. 

xi + 1 0x0 dxi 

2. Si [3 = et y / 0, nous allons distinguer deux possibilités 
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- Lorsque B — y / 0, quitte à faire agir (xo + y + le champ % est du type 

^ 1" x i ^ — • 

Ax\ + B ox ox\ 

Comme toujours le couple (A,B) est à valeurs dans 

{(1,0), (0,1), (1,1)}. 

Quand (A,B) = (0, 1) on constate par calcul direct que le flot de % est polynomial. 
On détaillera donc les éventualités 

bxo + uxl d d bxQ + ux} d d 

^— — , — — — +xi — , b,/n€C. 

x\ oxq dx\ xi + 1 oxq ax\ 

- Lorsque B = y on peut comme y est non nul se ramener à B = y = 1 , Le. 

Axi + 1 oxo dxi 

Si est nul, % est d'un des types précédents ; si p\ est non nul alors pi = 1 à 
homothétie près. Supposons donc que p\ = \. On remarque alors que si A est nul, 
le flot est polynomial donc apparait dans la Proposition 2.9. Si A est non nul, on a, 
quitte à faire une homothétie, A = 1 . Ainsi le seul cas à étudier est le suivant 

xo + x\ + ux\ d d 
xi + 1 oxo dxi 

J. Si P / 0, on va distinguer plusieurs éventualités 

- Quand A / [3 on a, quitte à conjuguer % par (x + + -^jX\ ,xi^ puis par des 
homothéties 

pxoxi+yxo + Af d d 
X= Ax 1+ g d^ +Xl 3x7' PeC, Y>/ i€C 

le couple (A, B) appartenant à {(0, 1), (1,0), (1,1)}. 

- Quand A = [3 et y / 5 alors on peut supposer à conjugaison linéaire près que 

_ xqxi +yxo + j7 2 *f d _3_ 
xi+B dxo dxi ' 

le couple (y, p 2 ) prenant les valeurs {(0,0), (0,1), (1,0), (1,1)}. 

- Quand A = [3 et y / B on obtient à conjugaison près 

X( ) x l +X( ) + piXi+p 2 x] d d 

x = n ^— +^13— > p>ec. 

X\ + 1 OXQ OXl 



De manière analogue au Lemme 2.19 on établit le : 
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Lemme 2.35. — On désigne par % le champ ( x o _ oc 2 )^+xi^-. Le ûot de % appartient à BÙ2 
et s 'écrit 

(e- 2m + \)xo + a(e- 2m -1) t 
a (e- 2at -\)x + a{e- 2a ' + \) ,eXi 

Remarque 2.36. — Le flot 

/ ( e - 2a ' + l)xo + g( e - 2m -l) t 
V' ~ [ a (e- 2 ™ - 1 )xo + a(e- 2at + 1 ) ' e Xl 

compte génériquement deux points d'indétermination qui sont immobiles ; on constate que 

Exc <h = {x 2 = 0, (e~ 2m - l)x + a(e- 2at + \)x 2 = 0} 

est constitué d'une droite fixe et d'une droite mobile. 
On remarque que 

, u 2i7lZ . w . 2i7lZ 

a a 
Lemme 2.37. — Le ûot du champ 

(x 2 + J P(x 1 ))^-+x 1 -^-, PGC[4 degP<2, |^/0 

OXq OX\ OX\ 

n'appartient pas à Bir2. 

Démonstration. — Écrivons P sous la forme po + p\xi + p 2 x\. 

Montrons que f x n'a pas d'intégrale première rationnelle. Le feuilletage f x est décrit par la 
1-forme (£> x = (xq + po + p\X\ + p 2 x\)Ax\ — xidxo; quitte à changer xq en 1 /xq et x\ en 1 jx\, 
cette 1-forme s'écrit 

(x 2 + poxlx 2 + piXqXi + p 2 xl)dxi - x\dx . 

Si p2 est nul, on obtient en posant x\ = tx\ 

t(2p{ + 2t + 2p txl -tx )dxQ+x (pi + t + p txl)dt; 

onremarque la présence d'une singularité de type nœud-col au point (0, — p\). Le feuilletage J x 
n'a donc pas d'intégrale première rationnelle. Si p 2 est non nul, posons x\ := txo\ on obtient 

(0 X = x (t 2 + pot 2 xl + pitx + p 2 )dt + t{t 2 + pç,t 2 x\ + pitXQ + p 2 - t 2 x )dx . 

Au point singulier (0, \J—p 2 ) on a encore une singularité de type nœud-col ; f x ne peut donc 
admettre d'intégrale première rationnelle. 

En utilisant la Remarque 2.12, un calcul montre que, P n'étant pas constant, x admet une 
symétrie forte si et seulement si (po,Pi) = (— |,0) . Si (po,Pi) = (— |j0) on peut supposer, 
puisque P n'est pas constant, que p 2 = 1; on constate alors que le flot de x n'est pas birationnel 

/ (/ - 2éxi ) cos (e'xi ) + ( 1 + 2/<? r xi ) sin (V xi ) , 

b = f / ; \ \ ■ ( t ^ — — > eXl 

\ 2/cos(rxi) + 2sin(rxi) 

avec 

2x sinx! + 2xi cosxi — sinx! 



cosxi + 2xi sinxi — 2xq cosxi 
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□ 



Lemme 2.38. — Considérons le champ % défini par 

Xn-OC 2 3 3 

3— ' a<E ' 

X\ OXq OX\ 

Le /lot de % appartient à BÙ2 si et seulement si a = 0. 
Si a est nul, § t s'écrit 



xqxi 



j . 



v xi — xo + e 'x 

Démonstration. — Si a est nul, le flot s'obtient directement par intégration. 

Lorsque a est non nul, le flot s'écrit 

exp (2ot<?~ f lx\ - 2a/ xi) (xo + a) + (x - a) , 
exp (2ae-'/xi - 2a/ xi) (x + a) - (x - a) ' 
il n'est pas rationnel. □ 

Remarque 2.39. — Le flot è t = ( _*°*'- (v ,e f xi ) vérifie 

<|>, =id G E°, V? € 2i7lZ; sinon (j), G Z 2 . 

Lemme 2.40. — Soit % ie champ défini par 

xl+po+P\Xi+p 2 x\ d 3 w/nm 
jci 3x^ 3x7' ^ eC ' (P1.P2) / (0,0). 

Le /lot (j); de % est birationnel si et seulement si po = p\= 0. 
Si/?o = Pi = 0, on a 

= / /(f ) (x (l + et) - 2p 2 xi) +g(Q (et - 1) + 2p 2 *i) t t 
% V f(t)(x 1 (l-a)-2xo) + g(t)(2x -x 1 (l+a)) Xie,Xie 



avec 



et = ^ï^4p~ 2 , f(t) = e (-d+«)'/ 2 ), g {t\ = 



Démonstration. — En utilisant la Remarque 2.12 on constate que % admet une symétrie forte 
si et seulement si po = p\ = 0. Lorsque po = pi = 0, l'intégration du flot est immédiate. 
Supposons désormais que (po,pi) / (0,0). Le feuilletage J x est décrit par la 1 -forme 

= ( x o + Po + + P2xf)dxi - x 2 dx . 

Le 1-jet au point singulier (y/—p~o~,0) est du type nœud-col si po est non nul ce qui interdit 
l'existence d'une intégrale première rationnelle. Voici comment on procède lorsque po = 0, Le. 
lorsque la 1 -forme co x s'écrit 

(x 2 ) + pixi + p 2 x 2 l )dxi -x 2 dx . 
Nous faisons d'abord une ramification (xo,xi) 1— > (xo,x 2 ) pour obtenir 

2(xq + p\x\ + p 2 x 4 l )dxi - Xjdxo; 
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puis nous éclatons l'origine (xo,xi) = (0,0) en posant xq = sx\ 

2{p\ + s 2 + pix\ — sx\ )dxi — x\às. 

On remarque alors puisque p\ est non nul qu'au point (s,x\) = (y/—pi,0) cette 1-forme pré- 
sente une singularité de type nœud-col ce qui une fois de plus exclut l'existence d'une intégrale 
première rationnelle. □ 

Lemme 2.41. — Le flot du champ % défini par 

+x ae c, 

x\ + 1 dxo ox\ 

appartient à Bir2 si et seulement si 4a 2 = 1 . 
Lorsque 4a 2 = 1 , on a 

, _ ( e'(4xoxi + 2x0 — 1) + 2xo + 1 t 
^ ~ \2 (e'(2x x + 1 - 2x ) + 1 + 2x ) ' * %X 

Démonstration. — Supposons a nul. L'équation satisfaite par § t a pour solution 

xo t 
,exi 



1 +x (ln(e'xi + 1) - ln(xi + 1) -t 
le champ % n'est donc pas rationnellement intégrable. 

Si a est non nul, 

(xo + a^e'x, + l) 2ct + (xo - a)(jd + l) 2 V m ( 
^ V OC (xo-a)(x 1 + l) 2 «e 2œ -(x + a)(^ 1 + l) 2 «' eXl 
expression invariante lorsque l'on change a en —a. On remarque que (j) f est birationnel si et 
seulement si 2a est entier ; on constate qu'il est quadratique si et seulement si 2a = 1 auquel 
cas il s'écrit 

ë (4xoxi + 2xo - 1 ) + 2xo + 1 , 

e x\ 



2 (e f (2xi + 1 - 2x ) + 1 + 2x y 

□ 

Remarque 2.42. — Un calcul montre que 

._( é(AxQX\ +2xo-l) +2xo + l t 
™ ~ V2(^(2xi + l-2x ) + l+2x )' Ê Xl 

appartient à 

- E° lorsque t G 2i7cZ, plus précisément pour de tels t on a § t = id; 

- Z 3 sinon. 

Lemme 2.43. — Soit % le champ défini par 

x 2 ) + po + pix l +p 2 x 2 d d \ / /f\ f\\ 

xi + 1 dxo 0x1 

Le flot de x appartient à Bir2 si et seulement si (po,Pi) = (—1/4 + ^2,2^2)- 
Si (po,py) = (-1/4 + p 2 ,2/? 2 ) et p 2 + 1/4 ie flot de x s'écrit 
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/ sin(fe) (é Xl (xi -2x )+4p 2 (xi + l)(e'xi + 1)) + 2pcos(pf) ((e' - l) Xl + 2(e'xi + l)x ) ( N 
^ 2(2pcos(pf)(xi + l)-sin(pf)(2x -xi)) ,€ ' Xl 

avec p = ^4p 2 - 1/2. 

Si {po,Pi,P2) = (0,1/2,1/4), on obtient 

( 1 {2e'x\tXQ — ëx\t — Aëx\Xo — 2ëx\ — 4xo + 2x\ ) t 
\2 (— 2x\ — 2 + 2tXQ — tx\) 

Remarque 2.44. — A priori P est défini au signe près mais on constate que dans l'expression 
du flot P n'intervient que sous forme p 2 , sin(P?) ou Pcos(P?) qui sont invariantes par P — > — p. 

Démonstration. — Si % a un e symétrie forte Y, on peut supposer qu'elle est de la forme 
On°+g ou 2 désigne un polynôme de degré inférieur ou égal à deux et C, D des com- 
plexes non tous deux nuls (voir Remarque 2.12). Un calcul montre que l'existence d'un tel Y 
implique que 

(P0,Pi) = (-l/4 + P2,2p2) ou (po,pi) = (-1/4,0) 

(dans ce dernier cas p2 est non nul). Pour (po,Pi) = (— 1/4 + P2,2p2) le flot s'obtient par 
un calcul direct. Lorsque (po,Pi) = (—1/4,0) on distingue le cas p2 = 1/4 du cas p2 ^ 1/4. 
Pour p2 = 1 /4 on constate que 

/ l (2xû-jci-l)(e , xi + l)ln(^î-) -2(2x -xi - \)x x ë - Ix^e'xx + 1) 
V 2 (2x -x 1 -l)ln(^i±i)-2x 1 

n'est pas birationnel. Si ^2 / 1/4, on obtient 

1 e'xi (l-y)( e t xi + l)T , (2x -l-x 1 -Yxi) + (l+y)(xi + l)î(l+x 1 -2x -yxi) f 

2 2 ( JCl + i)T(i +JCl _2x - 1 nc 1 ) + (e»jci + l)T(2xô-l-xi-Y«i) ' eXl 



avec y = a/1 ~^P2, ainsi ^ nest pas quadratique. 

Supposons désormais que (po,p\) 7^ (—1/4,0) et (po,p\) / (— 1/4 + /?2,2/?2) (rappelons 
que (pi,P2) / (0,0)). Quitte à faire une translation en x\ et à faire agir (xo,£xi) sur %, on 
obtient le champ 

Y __ xl+p Q + pi(£xi-l)+p 2 (£x l -\) 2 d EXj-1 d 
e exi dxo £ 3xi 

Posons F e := eY £ . On constate que 

Y _ xl+Po~Pi+P2 d 3_ 

xi 9xo 9xi 

et on remarque que si % est rationnellement intégrable alors Fo aussi. Posons oc 2 = —(po — 
Pi + Pi)\ d'après le Lemme 2.22 le flot de Yq appartient à Bir2 si et seulement si 2a vaut 1 
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ou —1. Par suite pour que § t appartienne à Bir2 il faut que 2a = ±1, Le. pi — po — P2 = 1/4. 
Le feuilletage J x est décrit par la 1 -forme 

(xq + po + pi^i + p 2 x\)àx{ —x\ (x\ + l)dxo 

soit à translation en x\ près 

(xq - \/4 + p\xi +pix\ — 2p2X\)àx\ — x\(x\ - l)dx . 

Au point singulier (—1/2,0) le 1-jet de la forme s'écrit 

{—xq + (pi — 2p2)x\ + termes de degré supérieur)dxi +x\àxQ\ 

d'après POINCARÉ f x est localement conjugué au feuilletage linéaire donné par 

(-Xq + [p\ - 2p 2 )x])àxi + x\éx Q . 

Si p\ — 2p2 est non nul, (— xq + (p\ — 2p2)x\)àx\ +x\àxo n'a pas d'intégrale première méro- 
morphe. En effet par homothétie on peut se ramener à p\ — 2p2 = 1; on constate alors que 

(—xq+x\)Ax\ +xidxo 



a pour intégrale première x\ exp Reste le cas où p\ — 2p2 = 0, l'égalité p\ —po—p2 = l /4 
conduit à (po,P\) = [pi — 1/4,2^), cas que l'on ajustement exclu. □ 

Remarques 2.45. — 

- Soit (j) f le flot défini par 

/ sin(pf)(e r xi(xi-2xo)+4p 2 (xi + l)(^xi + l))+2Pcos(pf)((e f -l)xi+2(e f xi + l)x ) ( \ 
^ 2(2pcos(pf)(xi + 1) -sin(pf)(2x -xi)) '* Xl ) 

où P = \/4p2 — 1/2. On constate que 

4)o = ide£°; Gl 2 , V?G2i7iZ\{0}; G Z 3 , V t g 2inZ. 

- Si (p ,pup 2 ) = (0,1/2, 1/4) cas où 

(2éx\tXQ — éx\t — Ae'x\XQ — 2éx\ — Axq + 2xi t 
\ 2(— 2xi — 2 + 2txo~ tx\) 

on a 

<|)o = id G 1°; ^e£ 2 ,V«e 2i7tZ \ {0}; <h G I 3 , V ?0 2inZ. 

Lemme2A6. — Le ifot de ^^J^ +xi^, avec £ dans {0, 1}, s'écrit 

1 

x H h te ,<? f xi 

Xi Xl 



Une intégration directe conduit au : 
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Lemme 2.47. — Le flot du champ 



+ xi — , pi G C, 



x\ + 1 3xo dxi 
appartient à BÙ2 si et seulement si pi= po + P2- 
Lorsque p\= po + pi le champ % est affine. 

Lemme 2.48. — Considérons le champ 

bxo+pxj d d 
1 = — +xi— , b,p.eC. 

X\ OXQ OX[ 

Le ûot de % appartient à BÙ2 si et seulement si b = 0. 
Si b est nul, § t est linéaire. 

Démonstration. — Si X admet une symétrie forte Y, on peut supposer (Remarque 2. 12) qu'elle 
est du type c^°+d 3^ avec Q polynôme de degré 2 et C, D deux complexes non tous deux nuls ; 
un calcul montre qu'un tel Y existe si et seulement si pb = 0. Si b est nul, on obtient 

§ t = (xq - pxi + pe'xi , e l x\ ) . 

Si p = 0, le flot de % est donné par (xoe b l Xl e~ be ' l Xï ,e'x\ ); le champ % n'est alors pas rationnel- 
lement intégrable. Dans la suite on supposera pb / 0; on cherche à appliquer le Théorème 2. 1 1 . 
Le feuilletage f x est défini par la 1 -forme 

(bxo +pxf)dx[ — xfdxo; 

au point (0,0) la singularité en (0,0) est de type nœud-col, f x n'admet donc pas d'intégrale 
première rationnelle. □ 



Lemme 2.49. — Sip est non nul, le champ 



- 2 a a 



_ M*! 

^ x\ + 1 3xo 1 3xi ' 



n'est pas rationnellement intégrable. 
Démonstration. — Le flot de % est 



(j), = ( péx\ +x -pxi +pln ( Xl + 1 ) ,e'xi 



ëxi + l 

qui est transcendant. □ 
C'est par intégration directe que l'on montre le 

Lemme 2.50. — Le champ 

bxn d d , , „ 

xi + 1 dxo oxi 
a son fïot dans Bir2 si et seulement si b = ± 1 . 
- Si ô = 1 , a7ors 

/xo(x! + l)e ( ( 
V (e'xi + l) 
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- Lorsque b = — 1 , on a 



Remarques 2.51. — 

- Lorsque <\> t = ( jfê^+l) > g?;c i) on constate que 

<h = id G 1°, V ? G 2i7iZ; ^ G Z 2 , V ? 2iîiZ. 

- Les flots 

xo(xi + l)é , \ fx (éxi + l) t 
ex\\ et — ,erx\ 



sont conjugués via (l/xo,xi). 

Lemme 2.52. — Soit x ie champ défini par 
bxo + vxj d 3 

M^+^â - ' fc,/iG<C. 

Xi + 1 OX() OXi 

Le /ïot de % est dans Bir2 si et seulement si b vaut 1 auquel cas on a 

fxo+xoxi-^xj+fjxje' t t 

Démonstration. — Si X admet une symétrie forte F, on peut supposer (Remarque 2. 12) qu'elle 
est de la forme ^ où Q désigne un polynôme de degré inférieur ou égal à 2 et C, D 

deux complexes non tous deux nuls. On peut trouver un tel champ Y si et seulement si b = ± 1 . 
Si & = 1, le calcul du flot est immédiat. 

Lorsque b vaut —1, le flot § t est du type 

> , -t\( t i" , *0*l+i" ,2/7 / Xl + 1 \\ f 

)[/ue' ———-// + ——— + — ln ,e f xi 

V xi(e'xi + l) xi(xi + l) xi Ve f xi + lyy 

le champ x n'est donc pas rationnellement intégrable. 

Supposons b distinct de 1 et de —1. Le feuilletage f x est décrit dans la carte x\ = 1 par la 
1-forme ((b — l)xoX2 +// — xo)dx2 +X2(1 +X2)dxo. Le 1-jet au point singulier (//,0) est du type 

x 2 dx + (— xo + (b— 1)/Tx 2 )dx2. 

Par un argument analogue à celui utilisé dans le Lemme 2.43 on obtient que f x n'a pas d'inté- 
grale première rationnelle. Le Théorème 2.11 assure alors que le flot de x n'est pas birationnel 
quadratique. □ 

Remarque 2.53. — Un calcul montre que si § t désigne 

xo + x xi - /7X? + fjxle' • . 

1 — n e > exi 

e'x\ + 1 

alors 

§ t = id G E°, V t G 2i7iZ; (j), G I 2 , V t 2inZ. 
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Un calcul direct permet de montrer le 
Lemme 2.54. — Le ûot du champ 

xq + x\ + wq d d 
x\ + 1 ox() dq 

est de ia forme 

(xi(f+/ie f xi)+xo(xi + 1)— /«i)^ f 
exi + 1 

Remarque 2.55. — Soit (j) f le flot défini par 

' {xi(t + Lié X\) + x (x\ + \) - Lix^é t 
e'x\ + 1 
On a 

<|) = id, <|) f G I 1 V t G 2i7tZ, G S 2 V ? 2i7cZ. 

Lemme 2.56. — Le /lot du champ 

3 3 

1 = (oxqX{ +bx +li)- \-xi^— , a G C*, b, li G C, 

OXo OX] 

n'est pas birationnel. 

Démonstration. — En utilisant la Remarque 2.12 on peut montrer que % admet une symétrie 
forte si et seulement si b vaut — 1 ou li = 0. 

Si/7 = 0ouè = — 1, l'intégration est immédiate ; on obtient respectivement 

«fc = (xoe^e^+Vxi) et = f — ^ + aXftXl ^ -^^"Vx^ . 

\ axi axi / 

Dans les deux cas le champ % n'est pas rationnellement intégrable. 

Supposons Lij^Oetb^ — l.Le feuilletage est défini par la 1-forme 

G) % = (oxox\ +bxo + Li)dx\ — xidxo. 

Quitte à changer xq en 1 /xq et x\ en 1 jx\ , la forme co z s'écrit 

(axo + èxoxi + lix 2 x\ )dxi — x 2 dxo; 

au point (0,0) la singularité est de type nœud-col et jF x n'admet pas d'intégrale première ra- 
tionnelle. En particulier % ne peut être rationnellement intégrable. □ 

La preuve du Lemme qui suit se fait par un calcul direct. 

Lemme 2.57. — On désigne par % le champ 
axQXi+Li 3 3 

= hxi- — , a G <L, li G <L . 

Xi OX0 OXl 

Si a / — 1 , aiors à conjugaison linéaire près 
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Si a vaut —1, on a à conjugaison linéaire près 

t 



<t>f = ( ( ~ +x o ) e 



Les deux /ïots précédents sont dans Bir2. 
Lemme 2.58. — Le /lot de 

X = 5 I-JC13 — , be<L,a, /iGL, 

OX() 0X1 

n'appartient pas à Bir2. 

Démonstration. — On constate que % admet une symétrie forte si et seulement si a appartient 
à {0, 1,2} ou n est nul. 

- Si a = 0, l'équation du flot a pour solution 



il en résulte dans ce cas que % n'est pas rationnellement intégrable. 

- Lorsque a vaut 1, le flot de % s'écrit 

+'=(-ï + ^ + (* + ï-9 L ) exp ( ,+ ^-^)' e '' :i ) ; 

on remarque que § t n'est pas birationnel. 

- Supposons a = 2. Ici (j), est de la forme 

/ u 2x\ué 2x 2 ue 2t ( u 2x\u 2x 2 u\ ( b be~'\ , \ 

Dans ce cas le champ % n'est donc pas rationnellement intégrable. 

- Si 11 est nul, = (xQe b l Xl e at ~ be ' l Xx ,éx\) est transcendant. 

- Dorénavant nous supposerons que a {0, 1,2} et /v / 0. Le feuilletage f x est décrit par la 
1-forme (0x0*1 + bxo + ;u)dxi — Xjdxo; comme b est par hypothèse non nul la singularité 
au point (—(i/b,0) est de type nœud-col. Le feuilletage J x n'admet donc pas d'intégrale 
première rationnelle. D'après le Théorème 2.11 le champ % n'est pas rationnellement 
intégrable. 

□ 

On a à étudier le champ 

bxQ+n d d 

x = — rr^+^â - ' b,nec. 

X\ + 1 OX() OXi 
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Si b est non nul, alors, à translation près, on peut supposer nul, cas déjà traité (Lemme 2.50). 
Le champ 

V d 3 



xi + 1 dxo dx\ ' 

est rationnellement intégrable si et seulement si ^ est nul ; dans ce cas, § t est linéaire. 

Lemme 2.59. — Soit % le champ défini par 
oxQXi+bxQ+n 3 3 

— hxi^r — , AÉt ,6, f(GC. 

Xi + 1 OXo OXl 

Si [a est nul, (j) f appartient à BÙ2 si et seuiement sia — b prend les valeurs —1, ou 1. 
Lorsque a — b appartient à {—1, 0, 1} on obtient respectivement 

(e bt xo{xi + l) t \ ( bt t \ fe b ' XQ (e' Xl + l) t 

Si ^ est non nui, le ûot de % est birationnel si et seulement sia — b = — 1 auquel cas 

fbx (xi + l)+^-/ue~ bt ht t \ 

/ JC (jfl + 1) +iUf , \ 

% = : — : ,exi sinon. 



e'xi + 1 

Démonstration. — En conjuguant % par (xo/e,xi), on obtient 

axoxi + bxQ + 8/^3 3 
^ E x\ + 1 3xo 1 3xi ' 

notons le flot de % E . La limite de \|/f lorsque £ tend vers 0, Le. le flot de 

axoX\ + èxo 3 3 

Xl + 1 OX() OXl 



est birationnel si § t l'est. Or le flot de %o est 



e^iéxx + lf^xo _ 4 



(xi + l) û 

ce flot est dans Bir2 si et seulement si a — b prend les valeurs — 1 , ou 1 . On doit donc étu- 
dier ces trois possibilités. Notons que, %o correspondant au cas fu = 0, on peut dans la suite 
supposer fj non nul. 

i. Considérons le cas où a = b; nous allons montrer que % n'est pas rationnellement in- 
tégrable. En utilisant la Remarque 2.12, on montre que % a des symétries fortes si et 
seulement si a = b = \,a = b = 2 ou a = b = — 1 . 
- Si a = b = 1, le flot est 

é (x + /0 ~ gf W ? - + juxi g f ln ^ 6 *^i ^ ,e f xi^ ; 
qui n'est pas birationnel. 
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- Lorsque a = b = 2, on obtient 

<|> t = (e 2 W\ (t + \n ^ -g-±-L ^ +e 2 ' (*o-/«i + 1) - 5.^1) • 

On constate que % n'est pas rationnellement intégrable. 

- Supposons que a = b = — 1 ; un calcul montre que 

qui est transcendant. 

- Supposons désormais que a soit distinct de 1 , 2 et — 1 . Le feuilletage J % n'admet pas 
d'intégrale première rationnelle. En effet f x est décrit par 

(û x = (axo(xi + 1) + i u)dxi — x\(x\ + l)dxo; 

quitte à changer xo en 1/xo, on obtient oo x =xo(a(jci + 1) +/>xo)dxi +*i(*i + l)dxo 
soit à translation en x\ près (ax\ + i tao)xodxi +xi(x\ — l)àxo- Au point (0,0) la sin- 
gularité est de type nœud-col, f x n'a donc pas d'intégrale première rationnelle. Le 
Théorème 2.11 permet de conclure. 

ii. Envisageons l'éventualité suivante : a — b = 1. On va encore appliquer le Théorème 2.11. 
En utilisant la Remarque 2.12 on constate que % a des symétries fortes si et seulement 
si b = ou 1. Dans chacun de ces cas, le flot s'écrit respectivement 

aucun des deux n'étant rationnellement intégrable. 

Supposons que b soit distinct de et 1. Le feuilletage fF x est décrit par la 1 -forme 

{(b+\)xQX\ +èx + i u)dxi -x\(x\ + l)dxo; 

en reprenant l'argument du Lemme 2.43 au point (ji, — 1) et en utilisant la non nullité 
de fi(b+ 1) on montre que ^ x n'a pas d'intégrale première rationnelle. 

iii. Pour finir lorsque a — b = — 1 on obtient le flot par un calcul direct. 

□ 

Remarques 2.60. — 
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- Pour le flot 

-bt 



V % f xi + l) / 

on observe que 

§0 = id G S ; (|>, G I 1 , V ? G 2i7lZ \ {0}; ^ G I 2 , V ? 2inZ. 

- Lorsque <|>, = ^ V^i+i) ^^^ ^ on a 

^ G 1°, V t G 2i7lZ; G I 2 , V t 2ijrZ. 

Par calcul direct on obtient le 
Lemme 2.61. — Le ûot du champ % = +xi avec è dans C, est donné par 



Le champ 



x\+b 3xq dx\ 
n'est pas rationnellement intégrable 



xoie'xi+b) t 
x\+b 



x Q Xi+x\ d d 

+ X\zr , OÊL 



Remarque 2.62. — Le flot 



xo(e'xi+b) t 

—r ,e*\ 
xi+b 



satisfait 

(^ f =id, VtG2i7lZ; <^Gl 2 , Vt02i7tZ. 

Lemme 2.63. — Le /lot du champ 

xoxx+xo d d 
xi + o oxo dxi 

est dans Bir2 si et seuiement sib = \ auquel cas 



2t ( xi + 1/2 , 



Remarque 2.64. — Soit (j) f le flot donné par 
On remarque que 

§ t = id V t G 2i7lZ t,el 2 V t 2ijrZ. 

Démonstration. — En effet par calcul direct on obtient 
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- lorsque b = le flot s'écrit 



tXi-e '\ ( 1 - e~* \ . 
e'xoexp [ 1 exp I yex\ 



et n'est pas rationnellement intégrable ; 
- lorsque b / on a 



□ 



On en déduit le 
Lemme 2.65. — Le /lot du champ 



X()Xi + x +x 2 3 3 

+xiT7 — , »el 



xi + è 3xo 3xi 
appartient à Bir2 si et seulement sib = \ auquel cas 

_ / (2txf+xo(2x 1 + l))^ 
^"V 2e'x 1 + l ' Ê 1 

Démonstration. — Le champ 

xoxi + xo + fjx\ 3 3 

xi + b 3xo 3xi 

est linéairement conjugué à 

^ _ x ( )X\ +x + £x 2 3 ^3 
! xi + è 3xo 1 3xi 

Or d'après le Lemme 2.63 le flot de Xo appartient à BÙ2 si et seulement si b = ^; ainsi pour 
que le flot de % soit birationnel quadratique il faut que b = ^ . Par intégration directe on obtient 
pour b = 

/(2tx2+x (2xi + l))e 2î ( 
<I>ï = —r~ t —, ,e xi 



2e'xi + 1 

d'où le résultat. □ 

Remarque 2.66. — On constate que 

/(2tx2+x () (2x 1 + l))e 2ï ( 

* = { îéxTTi 

vérifie 

0o = id, ^e^ 1 Vf G 2i7lZ\{0}, (|) ( Gl 2 VtG2iZ. 

Pour finir on a le 
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Lemme 2.67. — Le champ 

xqX\+xq+p\X\+P2x\ d d 

% = n +X[ ï~ 

x\ + 1 ox dxi 

est rationnellement intégrable si et seulement si p\ = p2 auquel cas il est linéaire. 

Démonstration. — Un calcul montre que le flot de % s'écrit 

Vxi + 1\ t 



<|>f = xo + pitxi + (p 2 -p\)xi\n 



xi + 1 



,exi 



□ 



2.2.4. Récapitulatif. — 

Rappelons qu'à conjugaison linéaire près les champs linéaires et leur flot sont en carte affine 
du type suivant : 



champ de vecteurs 



flot associé 



_3_ 



v„ 3 4- 9 



(^ + 1)^ + 0X1^ 



3*1 



(x ,Xi + f) 

(x e',xi +0 
(x +xi(e'- l) + ?,e œ xi; 

((x + txi)e m ,xié at ) 
(xo+txi + '^,xi+?j 



On dira que le flot (j) f appartient à Y! si c'est le cas pour t générique. Lorsque la seconde 
composante du flot est du type homothétie nous avons, pour simplifier la présentation, fait une 
renormalisation homothétique dans le temps de sorte que la seconde composante du générateur 
infinitésimal % soit x\^. Les tableaux qui suivent donnent la liste des flots dans Bir2; pour 
chaque flot sont mentionnés le générateur infinitésimal, une symétrie forte et une intégrale pre- 
mière. Leur lecture doit donc être comprise à conjugaison linéaire et renormalisation près ; au 
niveau des champs % celà se traduit par une lecture à conjugaison linéaire près et multiplication 
scalaire près. 

Dans ce qui suit certaines valeurs des paramètres produisent des flots linéaires ; nous ne les 
avons pas mentionnées. 
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CHAPITRE 2. GERMES DE FLOTS BIRATIONNELS QUADRATIQUES 



L'examen au cas par cas de tous les modèles de flots birationnels quadratiques (cf. tableaux) 
montre que la dimension de l'espace des symétries fortes est supérieure ou égale à 2. Nous 
pouvons donc maintenant préciser l'énoncé 2.11. 

Théorème 2.68. — Soit§, un flot birationnel quadratique de générateur infinitésimal %. Alors 
la dimension de G(%) est supérieure ou égale à 2. 

Remarques 2.69. — 

- Ceci généralise le fait suivant : les groupes abéliens maximaux de PGL3 (C) sont de di- 
mension 2. 

- Il y a des exemples où dimG(%) > 3, par exemple pour % = x\ 

- L'éventualité i. du Théorème 2.11 ne se présente donc pas. Toutefois l'alternative a été 
utilisée dans les preuves. 

Remarque 2.70. — On constate en fait a posteriori que si § t est un germe de flot alors pour (xq,xi ) 
générique fixé, l'application t ^ (|) f (xo,xi) est une fonction méromorphe globale. 

Remarque 2.71. — On vérifie sur chaque exemple que si m t est un point d'indétermination 
mobile alors m t paramètre une feuille de f x . En fait soit ©0 une droite telle que (j)_ ( (©o) = m t 
et fixons une valeur îq de t; onam, = (|)_ r (£>o) = <K,-«( m o) ce qui confirme l'affirmation ci- 
dessus. 

Remarque 2.72. — Les configurations de droites contractées et points éclatés qu'on a rencon- 
trées sont les suivantes (chaque configuration est précisée avec un exemple) 

- une droite immobile, un point immobile 

((tx 2 +x Q xi)e~' : e'xf : x\x 2 )\ 

- une droite immobile, une droite mobile, deux points immobiles 

(xqX2 : Xy (x 2 — tx ) : x 2 (x 2 — tx ))\ 

- une droite immobile, une droite mobile, un point immobile, un point mobile 

(x xi : (x\ +tx 2 ) 2 : x 2 (x\ +tx 2 ))\ 

- une droite immobile, deux droites mobiles, deux points immobiles, un point mobile 

(V (4xoXi + 2xqx 2 —x 2 ) +x 2 (2xq +x 2 ) : 2éx\P : 2x 2 P), 
avec P = é (2xi +x 2 — 2xo) + x 2 + 2xq. 

Remarque 2.73. — Soit / une transformation birationnelle quadratique non périodique telle 
que, pour tout n dans N, l'élément /" soit encore dans BÙ2. Alors G = (/*") est un groupe 
algébrique abélien non dénombrable. Le groupe G a un nombre fini de composantes connexes. 
Comme dans un groupe de Lie abélien connexe l'application exponentielle est surjective, il y 
a un itéré f de / qui se plonge dans un flot ; par suite f préserve une fibration en droites. 
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Problème. L'adhérence dans BÙ2 de l'ensemble des flots birationnels quadratiques forme une 
variété algébrique singulière invariante sous l'action dynamique de PGL-3(C). On peut s'inter- 
roger sur la nature de cette variété. 



CHAPITRE 3 



TRANSFORMATIONS RATIONNELLES, FEUILLETAGES, 
CONJUGAISON DANS LES l! 



3.1. Généralités 

Un feuilletage de degré V sur P 2 (C) est donné par une 1 -forme différentielle homogène 

(0 = F dx + Fidxi + F 2 dx 2 , 

les Fi désignant des éléments de C[^o,^i,^2]v+i satisfaisant 

pgcd (F Q ,F h F 2 ) = 1 et x F +x 2 F 2 = (identité d'EULER). 

Le lieu singulier Sing 5 œ du feuilletage J a associé à co est le projectivisé de 

Sing Cû := {F = F x =F 2 = 0}. 

L'identité d'EULER montre que cet ensemble est toujours non vide ; plus précisément 

#Sing ^ m = v 2 +v + l, 

chaque point singulier étant compté avec multiplicité ([Sai76]). 

Remarquons que le théorème de division de DE Rham-SaÏTO ([Sai76]) sous sa version la 
plus élémentaire implique l'existence de polynômes homogènes Go, G\ et G 2 de degré v tels 
que l'on ait avec des notations évidentes 



Fo 




Xq 




Go 


Fi 




X\ 


A 


Gi 


. F 2 _ 




. x 2 . 




. G 2 _ 



Évidemment les coefficients de la 2-forme da> produisent en fait directement ces G,. 

Une courbe C d'équation réduite h = est dite invariante par le feuilletage J m si la 2- 
forme (oAdh est divisible par h. 

On note jF v le projectivisé de l'espace vectoriel des formes co satisfaisant l'identité d'EULER 

? v = P{co = F Q dx Q + Fidxi + F 2 dx 2 \ xqFq+x^ +x 2 F 2 = 0, degF ; = V + 1}. 

À chaque élément de f v on peut associer un feuilletage de degré inférieur ou égal à v dé- 
pgcd(fb.Fi W) ' L'espace des feuilletages de degré inférieur ou égal à v est noté J*\ les 
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feuilletages de degré précisément v correspondent aux formes co telles que pgcd(F(>, F\ , F 2 ) = 1 . 

o 

Il s'agit donc d'un ouvert de ZARISKI noté jF v . L'application naturelle 

est injective ce qui permettra des abus de langage. 

À toute transformation rationnelle / on peut associer un feuilletage f (f) de la façon sui- 
vante 

/ = (/o : /1 : fi) ^ 7 (f) = (xi/ 2 - x 2 fi )dx + (x 2 fo - x f 2 )àx\ + (x fi - xif () )dx 2 

Proposition 3.1. — Soient / une transformation de CREMONA et f (f) le feuilletage associé. 
Si A est un automorphisme de P 2 (C), alors f {A~ l fA) =A*f (f). 

Démonstration. — Le feuilletage J (f) est déterminé par les champs de vecteurs associés à id 
et /; son conjugué A*f (f) est donc donné par A _1 idA = id et A~ l fA. Or ces deux champs 
sont tangents au feuilletage f (A~ l fA) d'où le résultat. □ 

Soit / un élément du groupe de CREMONA ; un point fixe de / est un point p tel que p 
n'appartienne pas à Ind /U Ind f~ l et f(p) = p. On note Fix / l'ensemble des points fixes 
de /. Si / est un endomorphisme de P 2 (C), Le. une application rationnelle dont l'ensemble 
d'indétermination est vide, Fix / est l'ensemble des points fixes au sens usuel, Le. 

Fix / = {m G P 2 (C) | f(m) = m}. 

Exemple. — La transformation / = (jcq : x\ : x\) définit un endomorphisme quadratique du 
plan projectif complexe ayant sept points fixes, qui sont exactement les points singuliers de son 
feuilletage associé J (/) . 

Par suite ce phénomène persiste pour une transformation rationnelle générique. 

Exemple. — L'involution de CREMONA compte trois points d'indétermination 

(1:0:0), (0:1:0), (0:0:1) 

et quatre points fixes 

(1:1:1), (1 : — 1 : 1), (-1:1:1), (1 : 1 : -1). 

Le feuilletage associé f (a) est donné par la forme 

xq(x\ - x 2 )dx +x\ (xq -x\)Ax\ +x 2 {x\ - xl)dx 2 

= ^{xl,x\,x\)*((x 2 -xi)àxQ + (xQ-x 2 )àxi + [x\ -x )dx 2 ). 
On en déduit qu'il possède l'intégrale première -j— |. Le feuilletage associé f (a) est de de- 

x\ x 2 

gré 2; il possède 7 points singuliers qui sont exactement les points fixes et les points d'indéter- 
mination de a. On en déduit la : 



3.1. GÉNÉRALITÉS 



95 



Proposition 3.2. — Si f est une transformation birationnelle quadratique générique f (/) pos- 
sède 1 points singuliers distincts ; quatre sont des points fixes de f, les trois autres sont des 
points d'indétermination. 

Exemple. — Considérons maintenant l'involution / de I? donnée par / = (xqx 2 ■ x\X2 ■ xqX\). 
On a 

Ind/ = Indr 1 = {(1:0:0), (0:1:0), (0:0:1)}. 

L'ensemble des points fixes de / est précisément la conique {x\ —xqX\ = 0} privée des deux 
points (1 : : 0) et (0 : 1 : 0) qui sont d'indétermination. En fait / est bien défini en restriction 
à la conique Fix / sur laquelle elle coïncide avec l'identité. 

Dans une telle situation nous dirons que / possède une courbe de points fixes. 

Notons que le feuilletage f (f) est ici le feuilletage en droites a = cte dont la seule singu- 
larité est le point (0 : : 1). 

Proposition 3.3. — Soient f un élément du groupe de CREMONA et J (f) le feuilletage 
associé à f. La transformation f a une courbe de points fixes si et seulement si deg f (f) < 
deg/. 

Si C est une courbe de points fixes de f alors deg C < 2. 

Démonstration. — On écrit / sous la forme (/o : f\ : f 2 ); dire que deg f (f) < deg/ c'est dire 
que la 1 -forme 

» = (*i/2 - x 2 fi)dx + (x 2 fo - x Q f 2 )dxi + (x fi - xif Q )dx 2 

est divisible par un polynôme homogène cp de degré strictement supérieur à 1 . La courbe cp = 
est visiblement une courbe de points fixes (un calcul immédiat montre que cp = ne peut pas 
être contractée). 

On peut écrire (0 = (pot)', la forme co' s' annulant sur un ensemble de codimension 2 (une 
union de droites). Comme co et donc co' annulent le champ radial on a 1 < degcp < 2. □ 

Les points fixes peuvent être de multiplicité strictement supérieure à 1 : ainsi la transforma- 
tion (xq +x\x 2 : x\ +xqx 2 : x\ — xqx{) compte trois points d'indétermination 

(1:1: — 1), (l-iV3:l+iV3:2), (l +iV3 : 1 -iV3 : 2) , 

et trois points fixes ( 1 : : 0) , (0 : 1 : 0) , (0 : : 1 ) ; on peut vérifier que (0 : : 1 ) est double. 
La transformation 

/ = (x (x 2 — xi ) : x\ (x 2 —xq):x\ + ox\x 2 + $x x 2 - ( 1 + a + P)x xi ) 

satisfait 

Ind/ = {(1:0:0), (0:1:0), (1:1:1)}, Fix / = {(0 : : 1)} 

et (0 : : 1) est de multiplicité 4. Les droites d'équation xq = x 2 , x\ = x 2 et x\ = xq — x 2 sont 
contractées et celles d'équation xo = 0, x\ = et x\ = xq sont invariantes. On peut vérifier qu'un 
point fixe peut aussi être de multiplicité 3. 
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En général un élément / du groupe de CREMONA ne préserve pas son feuilletage associé ; 
il en est ainsi pour l'involution de CREMONA. Ceci signifie en un certain sens qu'il n'y a pas 
de lien dynamique entre / et f (f). Il y a quelque cas spéciaux intéressants. Supposons que / 
préserve une fibration £ en droites fibre à fibre, Le. £of = £; on peut se ramener à l = ^. 
Alors / s'écrit 

/= (x (p:xi(p:\|/), deg\|f = degq>+l. 

Un calcul élémentaire montre que <f (f) est la fibration ^ = cte, et dans ce cas / préserve le 
feuilletage f (f). On peut démontrer (c'est long et fastidieux) que dans le cas quadratique c'est 
la seule possibilité : si / G Bir 2 laisse J (/) invariant / préserve une fibration en droites fibre à 
fibre. 

Toutefois certains invariants de J (/), en particulier aux points singuliers, vont posséder une 
traduction naturelle pour /. 



3.2. Transformations birationnelles quadratiques et feuilletages 

Lorsque n = 2 on a Rat 2 ~ P 17 (C) et <J 2 ^ P 14 (C); ainsi l'application / i-> f (f) induit 
une application linéaire notée encore f (.) de P 17 (C) dans P 14 (C). Nous allons démontrer que 
l'application J (.) est dominante en restriction à Bir2. 

Pour celà on se donne un feuilletage f générique au sens où son ensemble singulier Sing J 
est constitué de 7 points en position générale (pas d'alignement 3 à 3). Comme on l'a dit on 
peut trouver une transformation quadratique F = (Fq : F\ : F2) telle que J soit défini par 

(xiF 2 - x 2 Fi)dx + (x 2 F - x F 2 )dxi + (x Q Fi - xiF )dx 2 ; 

l'ensemble Sing J est alors précisément l'ensemble des points m pour lesquels il existe r] 
dans C tels que F (m) = r\m. Choisissons trois points nt\, m 2 et m?, dans Sing f . Comme 
les m,- ne sont pas alignés on peut trouver l une forme linéaire telle qu'avec les notations ci- 
dessus £(mi) = —r\f, l'application f = F + ûd satisfait f (f) = f (F) = f et les points m,- sont 
d'indétermination pour /. En particulier / est birationnelle. On en déduit que la restriction 
de J (.) à Bir 2 est dominante et par suite à fibre générique finie puisque dimBir 2 = dim^ 2 . 

On sait d'après [GMK89] qu'un feuilletage de degré 2 est déterminé par la position de ses 
7 points singuliers et que toute configuration générique est réalisée. On hérite d'une propriété 
analogue pour les éléments de Z 3 . 

Proposition 3.4. — Une transformation birationnelle quadratique générique est déterminée 
parla position de ses points d'indétermination et de ses points fixes. 

Démonstration. — Si Q\ et Q 2 ont trois points d'indétermination communs on peut supposer 
qu'elles sont du type A\<5 et A 2 o; si de plus elles ont les mêmes points fixes, on a, puisque les 
sept points sont en position générale, f (<2i) = 7 {Qi)- H existe donc r\ dans C et £ une forme 
linéaire tels que (Ai — r\A 2 )o = £.id. Un calcul direct montre que £ = et donc Q\ = Q 2 . □ 
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On en déduit que la fibre générique de l'application 

7 (.)|Bir 2 : Bir 2 -»• jT 2 

a exactement 35 = C| points ; il s'agit en effet de désigner parmi 7 points 3 points d'indétermi- 
nation. 

Remarquons que f (.) a des fibres non finies. Par exemple si f est le feuilletage donné par 
xidxo — xodxi qui définit la fibration xi/xo = cte, toutes les transformations qui laissent inva- 
riante fibre à fibre cette fibration sont dans f _1 (iF ); en particulier toutes les transformations 
Aa de la forme 

(*X\X2 + *X()X 2 : *XlX 2 + *X()X 2 '■ *X\X2 + «0X2 + *XqX\) 

sont dans cette fibre. 

Il y a aussi des fibres multiples Le. ayant moins de 35 points. C'est le cas de (a)) 
que nous allons déterminer. Remarquons qu'un élément de f _1 (iF (a)) est nécessairement 
dans Z 3 , Le. du type AoB. Ainsi les éléments Qi de f _1 (jF (a)) sont du type 

Qi = AiOBi = a + (x 4 : xi £ t : x 2 £;) , A, , B t £ PGL 3 (C) , l % forme linéaire. 

On obtient donc la : 

Proposition 3.5. — L'ensemble !F~ 1 (F(g)) est constitué des transformations birationnelles 
quadratiques suivantes 

ôo = o, gi = a+ (x + xi +X2)id, Q 2 = o + (x -xi -X2)id, 

g 3 =a+(-x -xi +x 2 )id, g 4 = a + (-x +xi -x 2 )id. 

Remarquons que les Qi sont conjugués entre eux par des éléments qui commutent avec o 

Qi = (--ko : xi : x 2 )Qi (-x : x\ : x 2 ), 03 = (*o : xi : -x 2 )gi (x : xi : -x 2 ), 

04 = (xo : -xi : x 2 )gi(xo : ~x\ : x 2 ). 

La configuration des points fixes et d'indétermination de a est schématisée par la figure 
suivante : 




où les croix représentent les points d'indétermination et les cercles les points fixes. 
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Remarque 3.6. — Soit / dans Bir2 telle que degjF (/) = 2. Supposons que trois points fixes 
de / soient alignés, par exemple situés sur la droite %2 = 0; alors f (f) a trois points singuliers 
sur X2 = qui est donc invariante par f (f) . Ceci implique que %2 = est aussi invariante par /; 
la restriction de / à %2 = s'identifie à une transformation de MÔBIUS avec trois points fixes 
c'est donc l'identité. Par suite la droite %2 = est une courbe de points fixes de /. 



Revenons à la figure ci-dessus. Si / est un élément de J _1 (f (a)) alors 

Fix / U Ind / = Fix a U Ind a 

avec les contraintes suivantes : trois points de Ind / (resp. Fix f) ne peuvent être alignés. On 
retrouve ainsi #jF _1 (f (a)) = 5. 

Des arguments du même ordre montrent que #f 1 {!F (p)) = 15. Notons que dans f _1 (jF (x)) 
on trouve à la fois des éléments de Z 1 (par exemple x, X — X2id, x + X2id) et des éléments de £ 2 
comme x + (— 2x\ +X2)id. Ainsi la donnée du feuilletage f (/) ne permet pas la détermination 
de l'orbite g.d. de /. 



3.3. Relations de type Lefschetz, Baum-Bott 



Certains invariants de conjugaison initialement introduits pour les feuilletages s'adaptent 
aux transformations birationnelles. En 2004 GuiLLOT a montré le : 

Théorème 3.7 ([Gui04]). — Soit B un polynôme sur l'espace des transformations linéaires 
de C'\ homogène de degré v < n et invariant par conjugaison. Soit f : P"(C) — ► P"(C) une 
fonction rationnelle de degré algébrique d>2 définie en tout point et dont les points fixes sont 
isolés et simples. Alors 

B(Df {x) -id) 
x J- x/ det (D/ w -id) 

est un complexe qui ne dépend que du polynôme B et des entiers n et d. 

Lorsque B = 1 on retrouve un cas particulier du théorème de LEFSCHETZ suivant. 

Théorème 3.8 ([Lef37, GH94]). — Soient M une variété complexe compacte de dimension n 
et f une application holomorphe de M dans elle-même dont les points fixes sont simples et 
isolés. Alors 

' (-i)"i(/,o) 



*eKx/ det (A/M" id) 



où L(/,0) est Je nombre de LEFSCHETZ qui ne dépend que de l'action de f sur la cohomologie 
de DOLBEAULT de M. 
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Pour un endomorphisme/deP"(C) vérifiant les hypothèses précédentes, laquantité (— l)"L(/,0) 
vaut (-1)" (voir [GH94]). 

Comme l'indique GuiLLOT le théorème s'adapte aux transformations birationnelles ayant 
des points d'indétermination simples pourvu que le degré de B soit inférieur ou égal à 1. En 
effet en un tel point on peut considérer les valeurs propres comme infinies. On obtient en 
particulier le : 

Théorème 3.9. — Soit f un élément de I? ayant quatre points fixes en position générale ; 
alors 

( 331) Y ^M-*) - 1 rt y l = i 

Af det P/W " id ) " Af det P/W " id ) ' 

Démonstration. — Il suffit de le vérifier pour l'involution a de CREMONA. □ 

Remarque 3.10. — Si / satisfait les hypothèses du théorème, en chaque point fixe m, on a 
deux valeurs propres 8i(m), 82(01) pour Dfr m \. Il y a donc en tout 8 valeurs propres qui sont 
reliées par les relations (3.3. 1). Ces valeurs propres sont invariantes par conjugaison dynamique 
et on sait que l'orbite dynamique d'un élément générique de I? est de codimension 6 (voir 
Chapitre 1). Nous verrons que la donnée de trois couples de valeurs propres génériques peut 
être réalisée (démonstration du Théorème 3.21). 



De plus on a le : 

Théorème 3.11 ([Gui07]). — Les relations (3.3.1) sont «les seules relations » entre les va- 
leurs propres aux points fixes d'un élément générique de Z 3 . 

La multiplicité des points fixes d'une transformation birationnelle se lit sur celle du feuille- 
tage associé. Par exemple on a la proposition suivante dont la preuve est élémentaire. 

Proposition 3.12. — Soient f une transformation birationnelle de P 2 (C) et m un point fixe 
de f. On note 81 et 82 les valeurs propres de la partie linéaire de f en m. Si les 8,- sont distinctes 
de 1, le point m est une singularité non dégénérée (Le. de multiplicité \) du feuilletage f (f) 
associé à f. 

En appliquant le Théorème 3.7 pour B = tr, on obtient le : 

Corollaire 3.13. — Soit f une transformation de 1? ayant quatre points fixes distincts. Les 
valeurs propres de la partie linéaire de f aux points fixes ne peuvent pas toutes être de module 
strictement inférieur à 1 ; autrement dit les points fixes ne peuvent pas tous être des attracteurs. 

Démonstration. 
(3.3.2) 



— D après le Théorème 3.9, on a 

tr(D/ (m) -id) 



m eKx/ det ( D f(m)-id) 



-4 
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Notons 81 (m), 82 (m) les valeurs propres de Dfi m y, on remarque que (3.3.2) se réécrit 

(3 - 3 - 3) I T-¥rr^ + ^rr^ = A - 

Pour j = 1,2 posons v\j(m) := (1 — dj(m))~ l puis v\j(m) = yj(m) + izj(m). L'égalité (3.3.3) 
est équivalente à 

I X»)=4, I X») = 

meFix/ ;'=1 meFixf j=\ 

Supposons que pour tout point fixe m de / on ait |Si(m)|, |82(m)| < 1; les 1 — 8 7 (m) sont alors 
dans le disque de rayon 1 centré en 1. Par l'application w 1— > 1/w ce disque est transformé en 
le demi -plan Re w > 1/2. De sorte que 

yi(m)>^, yi(m)>^, VmGFix/; 

il en résulte que |8i (m)| = |S2(m)| = 1 pour tout point fixe m de /. □ 

Par contre on peut produire des exemples où les points fixes sont soit contractants, soit 
dilatants (Le. aucun des points fixes n'est hyperbolique). De même il existe des exemples où 
toutes les valeurs propres sont de module 1 . 

Soit & un feuilletage sur P 2 (C). Plaçons-nous dans C 2 , carte affine de P 2 (C); on désigne 
par x un champ polynomial définissant & et par m un point singulier de & . La matrice jaco- 
bienne de % au point m, notée jac %(m), appartient à Af2(C) et admet 2 valeurs propres T|i(m) 
et x\2(m). La quantité 

mr&f w tr 2 (jacxH) r|i(m) ri 2 (m) 

BBfi^fm)) = - — — - = — ——H r^ + 2 

det(jac x(m)) r| 2 (m) rii(m) 

ne dépend pas du choix du champ ([GMI97]) ; c'est l'indice de BAUM-BOTT de & au point 
m (voir [BB72]). 

Lemme 3.14. — Soient/, g deux transformations rationnelles quadratiques génériques et J (/), 
7 (g) les feuilletages induits par f et g. Soit m (resp. p) un point fixe pour f (resp. g). Suppo- 
sons que f itn etg :P soient holomorphiquement conjugués ; alors 

BB(<r(/)(m))=BB(fFU)(p)). 

La condition de généricité est en particulier nécessaire pour que les indices de Baum-Bott 
soient bien définis. 

Démonstration. — C'est un calcul immédiat. Quitte à faire une translation on peut supposer 
que m = p = (0 : : 1). Dans la carte affine x 2 = 1, la transformation / s'écrit 

(aoxo + a\xi , boxo + b\x\ ) + termes de plus haut degré 

ce qui en d'autres termes dit que / est du type suivant 



(*2 1 («0*0 + a i x l) + x 2 2 q2 + ---+q n - x 2 1 (%*0 + b\Xi) +X% 2 r2 + . . . + r n : x\ +x!J 1 â'i + . . . +*„) 
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avec q u r u s t dans C[*o,*i]i- 
Ainsi 

tr{jac /((,)) =ao + a\, det(jac/ (0 )) = a fci-aifc - 

Le feuilletage J (f) est décrit dans la carte affine %2 = 1 par 

(0 = {x\ — boxo — b\x\ )dxo + («oxo + a\x\ — x§)àx\ + termes de plus haut degré. 

Ici encore intervient la condition de généricité : si co = adxo + bàx\ alors pgcd(a,è) = 1. Il en 
résulte que 

BB(* (/)«») = (^ + ^-2) 2 



(ao- 1)(&1 - \)-a\bo 
= (trGac /(o)) - 2) 2 (det(jac / (0) ) - tr(jac / (0) ) + l)~ ! . 

Puisque f o et g$ sont holomorphiquement conjugués, on a les égalités 

tr(jac /(o)) = tr(jac g (Q) ), det(jac / (0) ) = det(jac g {0) ); 

par suite BB(j (/)(0)) = BB(jF (g)(0)). □ 
Pour tout feuilletage générique de degré d sur P 2 (C), on a ([BB72]) 

£ BB((^)(m)) = (J + 2) 2 . 

meSing,^ 

On en déduit une formule pour tout Q générique dans Rat2 tel que deg f (Q) =2 

(3-3.4) £ ff^H) = 16 

^detOacXeH) 

où £1 = Ind Q U Fix Q et %g désigne un champ local définissant le feuilletage f (Q) en m. 

De la même manière que précédemment cette formule est valable pour tout élément géné- 
rique de I? . 



Remarque 3.15. — La formule (3.3.4) n'est pas valable pour les éléments Q de I? et Z 1 : au 
point b; 
définie. 



point base m de multiplicité strictement supérieure à 1, la quantité xe(™)) n CSt ^ aS ^ en 



3.4. Conjugaison birationnelle entre éléments de PGL 3 (C) 

Le problème de la classification des automorphismes de P 2 (C) modulo conjugaison bira- 
tionnelle est traité dans [Bla06] ; l'auteur y démontre que tout automorphisme de P 2 (C) est 
birationnellement conjugué à une transformation diagonale (Oqxo : (X\x\ : (X2X2) ou presque 
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diagonale (xo : xq +x\ : 0tt 2 ). Il montre par exemple que deux transformations diagonales bira- 
tionnellement conjuguées le sont par une transformation monomiale, i.e. une transformation 
de la forme 



Voici un cas spécial (générique). 



P 1 
r s 



GGL 2 (Z). 



Proposition 3.16. — Soit A un automorphisme diagonal de P 2 (C); on suppose que 

(Â) Z = {(œc ,p*i) |oc, pGC*}. 

SoitB un automorphisme de P 2 (C) birationnellement conjugué à A. Alors 

- B est linéairement conjugué à un élément diagonal (cxo,dx\); 

- A et (cxo,dx\) sont conjugués via une transformation monomiale. 

Démonstration. — Écrivons A sous la forme (axo,bx\). Il suffit d'étudier les cas où 

B = (cxQ,dx\) et B = (cxo,x + cxi). 

Supposons que B = (cxQ,dx\)\ soit / = (f\,f2) une transformation birationnelle conjuguant A 
aB. On a 

(/1 , fi){a n x Q ,b n x x ) = {c n f x , d n h) , y neZ. 

Puisque (A) Z = {(ctccP^i) | a, P G C*}, on a 

(/ 1 ,/ 2 )(ar ,Px 1 ) = (ri(a,P)/ 1 ,C(a,P)/ 2 ), Va, p G C*. 

Un calcul élémentaire (du même type que celui qui suit) montre que 



(fuf 2 ) = (yx p Q x\MA), Y, ôec*, 



p i 

r s 



GGL 2 (Z). 



Reste à considérer le cas où B = (cxo,cx\ +xo). Comme l'adhérence de ZARISKI (A) Z est 
de dimension 2 l'égalité / o B' 1 = A n o / implique que l'adhérence de ZARISKI (B) est aussi 
de dimension 2. Il en résulte que 

(B) = {(sxo,sxo+txi) | s G C*, t G C}; 

par suite on a 

f(sxQ,sx\ +tx ) = (a(s,t)x Q ,$(s,t)xi)§, ViGC*, t£C. 

Considérons la première composante 

(3.4.1) fi(sx ,sxi +tx ) = a(s,t)fi(x ,xi); 

comme le membre de gauche est dérivable par rapport à s celui de droite aussi. On obtient en 
dérivant par rapport à s et en évaluant en (s,t) = (1,0) 

3/i dfi da 
XQ^+Xi — = 3-/1; 
0x0 0x1 as 
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il s'en suit que f\ est homogène. Dérivons (3.4.1) par rapport à t 

dfi 3oc 

x —(sx ,sxi +tx ) = -^{s,t)fi(x ,xi). 

Puisque f\ est homogène on a pour t = 

xq^{sxq,sx\) = s v x -^-(x ,xi) = -^-(s,0)fi(x ,xi) 

autrement dit 

dfi/dxi _ cte 
fl xo ' 

On constate alors que nécessairement df\ /dx\ = 0, Le. f\ = f\ (xq). Un raisonnement analogue 
conduit à f% = f2(xo) autrement dit / = f(xo) ce qui est impossible. □ 

Dans [Serre] Serre établit un résultat analogue en toute dimension. 

Théorème 3.17 ([Serre]). — Soient A et B deux parties du tore T de PGL„ + i(C) et soit f un 
élément de Bir(P"(C)) tel que fAf~ l = B. Alors AetB sont conjuguées via une transformation 
monomiale. 



3.5. Conjugaison birationnelle entre éléments de 1? 

Évidemment deux transformations birationnellement conjuguées ne sont pas nécessairement 
linéairement conjuguées. Par exemple 

Qi = (2(x +xi)x 2 :xi(x2-xo) : (x +xi)(x 2 -x )) et Q 2 = (xq-x 2 : 2(x\ +x Q ) : 2x ) 

sont birationnellement conjuguées par a; par contre elles ne peuvent pas l'être via un automor- 
phisme de P (C) (elles n'ont pas même degré). 

Néanmoins les transformations Ao et a A sont birationnellement conjuguées via a et linéai- 
rement conjuguées viaA -1 . Ainsi pour tout élément <2de £ 3 il existe une transformation de Z 3 , 
en général distincte de Q, birationnellement conjuguée à Q par une transformation quadratique 
mais aussi par un automorphisme de P 2 (C). 

Proposition 3.18. — Soient A et B deux automorphismes de P 2 (C) tels que les transforma- 
tions Ao et Bo aient quatre points fixes en position générale. Supposons que Ao (resp. Bo) 
ne laisse pas de courbe rationnelle invariante. Si Ao et Bo sont birationnellement conjuguées 
par cp, aiors cp est un difféomorphisme local holomorphe en chaque point fixe de Ao. De plus, 
à conjugaison linéaire près, on a 

- Fix(Aa) =Fix(fia); 

- ( P|Fix(A0)=Fix(B0) = id; 
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- et pour tout point fixe m de Aa 

tr(jac (Aa) (m) ) = tr(jac(£a) (m) ), det(jac(Aa) (m) ) = det(jac(5a) (m) ). 

Remarque 3.19. — En particulier si chaque matrice A et B a ses coefficients Q-algébriquement 
indépendants, alors, comme nous le verrons au Chapitre 4, les transformations Aa et Ba satis- 
font les conclusions de la Proposition 3.18. 

Démonstration. — Soit m un point fixe pour Aa; alors cp(m) = Bacp(m). Par hypothèse Ba 
ne fixe pas de courbe rationnelle ; il en résulte que m n'est pas d'indétermination pour (p. En 
particulier cp est holomorphe en chaque point fixe de Aa et l'image par cp d'un point fixe de Aa 
est un point fixe de Ba. De même (p -1 est holomorphe aux points fixes de Ba. Par suite 

cp(Fix(Aa)) =Fix(£a) 

et cp est un difféomorphisme local en chaque point de Fix(Aa). Comme deux quadruplets de 
points en position générale s'échangent par un automorphisme, on obtient le résultat annoncé. 

□ 

Pour une transformation de type Aa ayant quatre points fixes en position générale on obtient, 
en normalisant la position des points fixes, des formes normales qui s'avèrent utiles. 

Proposition 3.20. — Soit A un automorphisme de P 2 (C) tel que les points fixes et les points 
d'indétermination de Aa soient en position générale. Alors Aa est linéairement conjugué à une 
transformation de la forme 

(xq + Aqx\X2 + #0*0*2 + Cqxqxi : x\ + A 1*1*2 + #1*0*2 + Ci*o*i : x\ + A 2*1*2 + #2*0*2 + C2*o*i ) 

les Ai, B{, C, étant des éléments de C satisfaisant 

ad a d l f\ a B0-A0C1 A\-BiCo I-C0C1 
AiBo-AqBx^O, A 2 = ---^ r^T' B ^ = 1TT, TTT> C 2 



A1B0-A0B1 A1B0-A0B1 AiB -A fii 

Démonstration. — Soit / une transformation linéairement conjuguée à Aa de sorte que 

(1:0:0), (0:1:0), (0 : : 1) G Fix /; 
alors / est du type (go : Qi '■ Qi) où 

<2o = t\qxq+AqxiX2+Bqxqx2 + Cqxqxi, Qi = TU*? +Apcix 2 +#1X0*2 + C\xqx\, 

02 = Tl2*2 + A2X1X2 + B 2 XqX 2 + C2^0*l • 

Comme les points fixes sont distincts, r]or]ir]2 est non nul et, à conjugaison par homothétie près, 
on peut supposer que T|o = T) 1 = TI2 = 1 ■ Considérons l'intersection C des deux coniques Qq = 
et <2i = 0; on remarque que C contient le point (0 : : 1) et les trois points d'indétermination 
p\, P2 et p3 de /. Comme ces quatre points sont en position générale les deux coniques sont 
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transversales. Par suite si P est un polynôme homogène de degré v s 'annulant sur C, alors P 
s'écrit 

DqQq + DiQi, Di eC[xQ,xi,x 2 ]v-2- 

On remarque que X0Q2 s'annule en (0 : : 1) et en les pc il en résulte que X0Q2 s'écrit 
(ccoxo + Pari + Yo* 2 )ôo + (cxix + Pi*i + Yix 2 )ôi- 

Remarquons que (Ao,fio) est non nul : si Ao et Bo étaient nuls, l'intersection de go = 
et <2i = en (0 : : 1) serait multiple ce qui contredirait l'hypothèse sur les points fixes ; de 
même (Ai,B\) / (0,0). Ainsi BqA\ —B\Aq = si et seulement s'il existe t dans C* tel que 
(Ai, Si) = t(A ,B ); si tel était le cas l'intersection de tQ Q - Qi = et Q\ = en (0 : : 1) 
serait multiple. Il s'en suit que BqA\ — B\Aq / 0. 

A partir de 

(a x + pVi + Yo*2)ôo + (ccix + Pi^i + Yi*2)ôi = A + A 2 xix 2 + B^xqx^ + C 2 x xi 
on obtient 

A 2 = 8(Bo-A Ci), B 2 = 5(Ai-BiC ), C 2 = ô(l-C Ci) 

avec 8 = (BqA\ — BiAo) -1 d'où la forme normale annoncée. □ 

L'énoncé suivant est un résultat de rigidité ; il dit que deux transformations quadratiques 
génériques birationnellement conjuguées sont linéairement conjuguées. 

Théorème 3.21. — Il existe une hypersurface H dans Z 3 ayant la propriété suivante : soient/ 
et g deux éléments deY?\M sans courbe invariante et ayant leurs sept points spéciaux en 
position générale ; si f et g sont birationnellement conjugués ils le sont linéairement. 

Démonstration. — D'après la Proposition 3.18 les traces et déterminants des matrices jaco- 
biennes de / et g aux quatre points fixes correspondants coïncident. La Proposition 3.20 nous 
permet d'écrire / sous la forme normale 

(xq +A Q xix 2 +BqxqX2 + Cox x\ : x\ +Aix 1 X2+Bix Q x 2 + Cixoxi : 
x\ + n (B - A Ci )x 1 x 2 + n (A 1 - B 1 C )x x 2 + n ( 1 - C Ci )x Q x 1 ) 



avecr) = (BqAi -BiA ) -1 . Les points (1 : : 0), (0 : 1 : 0) et (0 : : 1) appartiennent àFix/; 
notons m le quatrième point fixe de /. Pour démontrer le théorème il suffit d'établir que / est 
uniquement déterminé par la connaissance des traces et déterminants aux quatre points fixes. 
Posons 



h :=tr(jac / ((): o : i); 
t 2 :=tr(jac/( 0: i:o)) 
h :=tr(jac / ( i: :o); 
t 4 :=tr(jac/ (m) ), 



B +A h 

:C(, + ri(Bo-AoCi) 
:Ci+îi(Ai-C Si) 



61 
5 2 
5 3 
84 



det(jac/ (0 :0:i); 
det(jac/( :i:o); 
det(jac/ ( 1:0:0); 
det(jac/ (m) ). 



= 1/T1, 

: ri(CoBo-Ao) 
^(dAj-BO 
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Considérons l'application définie par 

0: C 6 ^C 6 , (A ,A 1 ,Bo,Si,Co,C 1 )^(î 1 ,ôi,? 2 ,ô 2 ,?3,5 3 ). 

Le calcul de _1 (a, P,y,8,^,Q se ramène à résoudre le système constitué des équations 
suivantes 

S +Ai=a, B A 1 -B 1 Ao = p, Cop + flo-AoCi = y, 

C Bo-A = e, Cop+A 1 -B 1 C = i u, C l A l -B l = Ç 

À l'aide de Maple, on obtient 



-otP 2 + P(cc 2 + e + - g(2|3 + e)A 2 + (e + $)A] 
°~ -cx(3Ç+(pÇ-p + a A /)A 1 -MÎ ' 

S = -A!+a, 



^^(pÇ-P + a^Aj-^ 2 



«P-(P + e)A 



-p(^ + p) + (ap+ ;U£ )A 1 -( £ + p)A 2 pa-p-eÇ-^i 

C « = or , /p> - 5- 77 ' C l ~~ 



-apÇ + (pÇ-p + a A /)A 1 - A ,Aî ' ap-(p + £)A! 



Quant à Ai il satisfait l'équation quadratique 



P( pÇe + - p + ayÇ - p 2 - Çe) + (ap 2 + Pa/e + 2paÇ - pyÇ - ay^/ - p/i - a 2 pÇ + py+ aÇe)A! 
+ ( yA /-PÇ-eÇ-p e -P 2 )A 2 = 0. 

Ceci montre en particulier que pour % = (cc,P,y,£,/i,Q générique dans l'image de 0, la 
fibre 1 (%) contient exactement deux points Xu X2 : c'est cette condition qui détermine l'hy- 
persurface H = {% | # 1 (%) / 2}. Pour conclure il suffit de trouver une valeur explicite de % 
pour laquelle on aura ?4(Xi) / h(%2)- 

Un calcul conduit à 

0-Hom-i 2) = (-Ie-e -I-^ + I-ZI-^ 

1 ' ' ' ' ' j V 3' Ç ' Ç ' 2 2' 6 + 2' 4 4,/ 

où 

-l+iy/Î67 1 +iVÎ67 \ 

~ 14 ~ 14 y 

On constate que (correspondant au choix Ç = Çi) et fzt(X2) sont distincts : 

? 4 (Xi) ~ 3.67 + 0.16.10 8 i ^ t 4 (x 2 ) ~ 3.67- 0.16.10 8 i. 

□ 

Remarques 3.22. — L'hypersurface n'est pas explicite dans notre énoncé ; un examen plus 
précis de l'application permettrait sans doute d'affiner notre résultat. 




La démonstration précédente montre deux choses 
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- si l'on se donne trois couples génériques, on peut les réaliser comme valeurs 
propres en 3 points fixes pj d'une certaine transformation quadratique. Par exemple les ^j, Hj 
peuvent être des complexes de module 1 génériques. 

- soit g = Ao générique, m, ses points fixes, i = 1, ... ,4. On note t(g,nij) et 8(g,m,) les 
traces et déterminants de la matrice jacobienne de Ao en m ; . Si un élément / de I? a 
quatre points fixes pi en lesquels 

8(/,Pi) = 8(g,m,), t(f,pi) = t(g,mi) 

alors f et g sont dynamiquement conjugués via un automorphisme de P 2 (C). En effet 
comme / est dans I? il ne peut avoir trois points fixes alignés donc les pi peuvent être 
envoyés sur les m, par un automorphisme et on conclut aisément. 

3.6. Conjugaison birationnelle entre automorphismes de HÉNON 



Ce qui suit étend le Théorème 3.21 aux transformations de HÉNON. 

Proposition 3.23. — Soient f et g deux automorphismes de HÉNON quadratiques. Si f et g 
sont birationnellement conjugués, ils le sont linéairement. 

Démonstration. — À conjugaison linéaire près / est du type (1 +x\ — œ^,bxo) et g de la 
forme (1 + jq — OUCq, fixo). Notons cp la conjuguante birationnelle. Soit m un point fixe de /; on 
a cp(m) = gcp(m). Puisqu'un automorphisme de type HÉNON ne fixe pas de courbe, m n'est pas 
d'indétermination pour (p. Par conséquent cp est holomorphe au voisinage de m et 

<P( Fix /) = Fix g. 

Le même argument montre que q>~ 1 est holomorphe en cp(m) . Ainsi puisque D(p^ m ^Dq)( m ) = id, 
la transformation cp est un difféomorphisme local aux points fixes p\ et p2 de /. Si les qj = cp(py) 
sont les points fixes de g on a 

(3.6.1) (det(jac / (p .)),tr(jac f {pj) )) = (det(jac g (? .)),tr(jac g [qj) )). 

Or un calcul immédiat montre que 



jac/ (pi) 



jac g {qi) 



l-b 



S 1 
b 



-P- 
P 



5 1 




jac f ip2) 



jac g (92 ) 



■b- 
b 

-P- 
P 



1 


1 




-4a, 



5 = v /(l-p) 2 + 4a. 



À partir de (3.6.1) on obtient b = $ et 
(3.6.2) (l-p-S)(l-P + ô) = (l-6-S)(l-ô + ô) 

soit (a,è) = (a, P). Remarquons que ô et 8 sont définis à ±1 près mais les produits (3.6.2) sont 
eux bien définis. □ 



CHAPITRE 4 



QUELQUES PROPRIÉTÉS DYNAMIQUES DES 
TRANSFORMATIONS BIRATIONNELLES QUADRATIQUES 



4.1. Stabilité algébrique 



Rappelons une notion introduite dans [FS95] et reprise dans [DF01]. La transformation / est 
dite algébriquement stable s'il n'existe pas de courbe C dans S telle que f k (c) appartienne à 
Ind / pour un certain entier k > 0. Dit autrement une transformation est algébriquement stable 
si la situation suivante n'arrive pas 

/ / / f f 



Théorème 4.1 ([DF01]). — Soit f un élément du groupe de CREMONA ; / n'est pas algébri- 
quement stable si et seulement s 'il existe un entier k pour lequel deg f k < (deg /)*. 

Démonstration. — Nous ne démontrerons que l'implication facile. Soit k le plus petit entier 
pour lequel deg/* < (deg/)*; il existe alors h une transformation birationnelle de degré deg/z 
strictement inférieur à (deg/) + et cp un polynôme homogène tels que en tant que triplet de 
formes homogènes f k+l = <ph. On constate que l'image par f k de tout point de la courbe 
d'équation (p = est d'indétermination pour /. 

L'autre implication figure dans [DF01]. □ 

Il y a d'autres façons de caractériser la stabilité algébrique ([DJS07]). 

Introduisons un invariant birationnel pour les transformations de CREMONA. Si / et g dési- 
gnent deux éléments de Bir(P 2 (C)) alors en général deg (g/g -1 ) / deg/; par contre il existe 
deux constantes positives a et [3 telles que pour tout entier n on ait ([DF01], Proposition 1.15) 



oc deg/" < degfe/V 1 ) < P deg/". 
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Le « taux de croissance des degrés » est donc un invariant birationnel : on appelle premier 
degré dynamique de / la quantité 

X(f) -limin^deg/") 1 /". 

On peut aussi définir cette notion pour une transformation birationnelle d'une surface complexe 
compacte kahlérienne ([DF01]). 

Lorsque / est algébriquement stable, on a X(f) = degf. En particulier pour / = Aa avec A 
générique on a X(Aa) = 2; ceci est précisé ci-après. 

Dans [DF01] DlLLER et FAVRE montrent que toute transformation birationnelle d'une sur- 
face complexe compacte est, à conjugaison birationnelle près, algébriquement stable. Nous 
n'utiliserons pas vraiment ce résultat important parce que l'on souhaite travailler à degré fixé 
ce qui interdit la plupart des conjugaisons birationnelles. 

Soient A = (aoxo + boxi + cqX2 '■ ci\Xq + b\X\ + c\X2 '■ «2^0 + b%x\ + C2X2) un automorphisme 
de P 2 (C) et C une courbe contractée par (Ag) p+1 sur un point q, l'entier p étant minimal. 
La courbe C = (Aa) p {c) est contractée par Aa; par suite C est l'une des droites de Exc G, 
disons X2 = 0, et donc q = (cq : c\ : C2). Supposons qu'il existe un entier k tel que q soit éclaté 
par (Aa) k+l (avec k minimal) dit autrement (Aa) k (q) est un point d'indétermination de a, Le. 
deux des composantes de (Aa) k (q) sont nulles. Écrivons (Aa) k sous la forme (Pq : Pi : P2); 
visiblement les Pj sont des polynômes en (xo,xi,X2) dont les coefficients sont eux-mêmes des 
polynômes universels à coefficients entiers positifs en les variables ao, bo, cq, ai, bi, ci, 02, 
b2,C2- Ceci permet de produire des exemples explicites de transformations Aa algébriquement 
stables ; en effet si A est une matrice à coefficients réels tous strictement positifs les Pj(co, ci , c%) 
sont strictement positifs. On obtient donc la : 

Proposition 4.2. — Soit A un automoqjhisme de P 2 (C) dont les coefficients sont des nombres 
réels strictement positifs ; la transformation Aa (resp. Ap ) est algébriquement stable. 

Remarque 4.3. — C'est la «positivité des coefficients » de a et p qui permet d'obtenir l'énon- 
cé 4.2. Dans la transformation x on trouve des coefficients de signes contraires ce qui ne permet 
pas d'obtenir de façon rapide un énoncé de type 4.2. Voici comment on peut l'obtenir. Si l'élé- 
ment h de Z 1 est un automorphisme de HÉNON, degh" = 2" = (deg/i)' 1 de sorte que h est 
algébriquement stable ; c'est par exemple le cas si h est de la forme (y, y 2 +x). Alors pour A 
linéaire générique Ah est algébriquement stable de sorte qu'un élément générique de Z 1 est 
aussi algébriquement stable. 

Définition. — Nous dirons qu'un automorphisme de P 2 (C) a ses coefficients algébriquement 
indépendants sur Q s'il possède un représentant A dans GLs(C) dont les coefficients sont 
algébriquement indépendants sur Q. 

Remarque 4.4. — La condition ci-dessus est invariante sous l'action des automorphismes du 
corps C. En fait deux automorphismes de P 2 (C) à coefficients algébriquement indépendants 
sont échangés par un automorphisme du corps C; en particulier toutes leurs propriétés de na- 
ture « algébriques » sont conservées. Par contre la condition d'indépendance des coefficients 
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ne résiste pas à la conjugaison dynamique. En effet si Aa a ses coefficients rationnellement in- 
dépendants sur Q elle possède quatre points fixes distincts tous situés en dehors de xqX\X2 = 0. 
En conjuguant par une homothétie ad-hoc (ocoxo : OCixi : «2*2) on peut supposer par exemple 
que (1 : 1 : 1) est point fixe : on obtient ainsi une nouvelle transformation Aa conjuguée à la 
précédente mais dont les coefficients ne sont plus rationnellement indépendants. 

Notons Aut(C, +, .) l'ensemble des automorphismes du corps C. Si A appartient à PGL3(C) 
et K à Aut(C, +, .) on note A K l'élément obtenu en faisant agir K sur les coefficients de A. 

Corollaire 4.5. — Soit A un automorphisme de P 2 (C) dont les coefficients sont algébrique- 
ment indépendants sur Q; alors Ao et (Aa) -1 sont algébriquement stables. 

Démonstration. — Soit B un élément de GL3(C) dont tous les coefficients sont réels posi- 
tifs et algébriquement indépendants sur Q. Les coefficients de B font partie d'une base de 
transcendance de C sur Q. Donnons-nous un élément A de GL3(C) dont les coefficients sont 
algébriquement indépendants sur Q; il existe un automorphisme K du corps C tel que A = B K . 
Alors Aa = (Ba) K est algébriquement stable puisque Ba l'est. 

Comme une transformation birationnelle / d'une surface S dans elle-même est algébrique- 
ment stable si et seulement si f~ l l'est ([Jac05]) l'inverse de Aa est algébriquement stable. □ 

Remarque 4.6. — On a un énoncé analogue lorsqu'on remplace Aa par Ap ou Ax. 
Sous les mêmes hypothèses (Aa)" (resp. (Ap)", resp. (Ax)") est algébriquement stable. 



4.2. Feuilletages et courbes invariants pour des transformations du type Aa 



4.2.1. Feuilletages invariants. — 

Dans l'introduction nous avons mentionné que tout automorphisme de P 2 (C) possède des 
feuilletages invariants ; nous avons d'autre part rencontré des transformations birationnelles 
qui préservent une fibration rationnelle. Comme l'indique l'exemple suivant il existe des trans- 
formations birationnelles qui laissent invariant un feuilletage ne définissant pas une fibration. 
Considérons dans la carte affine xi = 1 la transformation / de degré 3 définie par 

f(x Q ,Xi) = (XqXi,X0Xi). 

L'élément / préserve les feuilletages associés aux formes différentielles 

A , A -1±V5 

(0 n = Xidxo + r\x dxi , x\ = 

dont les feuilles sont transcendantes ; par ailleurs un calcul facile assure que les seuls feuille- 
tages invariants par / sont les deux précédents. 

La Proposition qui suit montre que la présence de feuilletages invariants est rare. 

Proposition 4.7. — Un élément générique de BÙ2 ne possède pas de fibration invariante. Plus 
précisément un élément générique de BÙ2 ne possède pas de feuilletage algébrique invariant. 
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Démonstration. — Les notations étant celles du Chapitre 3, dans le produit Ff n x Bh"2 on 
considère le sous-ensemble fermé 

A„ = {([©], <|>) G FiT„xBir 2 | f COA(0 = 0}. 

Si ([co] , <|>) appartient à A„, le feuilletage associé à (0 est invariant par (|). Soit 7I2 la projection 
de fj n x Bir2 sur Bir2. La projection de A„ par 712 est un fermé car les fibres de 712 sont com- 
pactes. Par suite 7l2(A„) est fermé algébrique dans Bir2. Dans [Bru99] Brunella montre 
qu'un automorphisme quadratique de HÉNON ne possède pas de feuilletage invariant ; le com- 
plément de 7l2(A„) est donc un ouvert de ZARISKI non vide dans BÙ2. En réinvoquant 
qu'un automorphisme de HÉNON n'a pas de feuilletage invariant et que Bir2 est irréductible, 
on obtient que l'intersection n$„ est non vide, d'où le résultat. □ 

Remarque 4.8. — Il semble raisonnable de penser que si les coefficients de la matrice A sont 
indépendants sur Q alors / = Aa ne possède pas de feuilletage invariant ; mais l'élimination 
directe de co dans l'identité /*co A (0 = s'avère pénible. Le Corollaire 4.10 qui établit ce fait 
est conséquence de la remarque qui suit. 

Remarque 4.9. — Dans la Proposition 4.7 le terme « générique » signifie dans le complé- 
ment d'une union dénombrable d'ensembles algébriques propres de Bir2, en fait de chaque Y! 
(pour i = 1, 2, 3). En particulier pour A dans le complément d'une union dénombrable d'en- 
sembles algébriques propres de GL 3 (C) la transformation Aa ne possède pas de feuilletage 
invariant. Puisqu'on ne peut écrire PGL3(C) comme une union dénombrable d'ensembles al- 
gébriques propres il existe des matrices Ao à coefficients indépendants sur Q telles que Ao<J 
n'ait pas de feuilletage invariant. Mais alors (toujours en utilisant un automorphisme de corps 
ad hoc) pour toute matrice A à coefficients indépendants sur Q on a la même propriété d'où 
l'énoncé suggéré dans la Remarque 4.8. 

Corollaire 4.10. — Soit A un automorphisme de F (C) dont les coefficients sont Q-algébri- 
quement indépendants ; Ao ne possède pas de feuilletage invariant. 

Problème. Classifier les transformations birationnelles quadratiques possédant un feuilletage 
invariant. 

4.2.2. Courbes invariantes. — 

Nous allons prouver qu'une transformation quadratique générique de type Aa ne possède pas 
de courbe invariante. Cet énoncé fait partie du folklore, mais il n'y a pas de référence connue 
des auteurs. Nous proposons deux démarches. La première ne concerne que les courbes in- 
variantes irréductibles ; elle donne une classification des transformations ayant certains types 
de courbes invariantes. On pourrait penser procéder comme nous l'avons fait dans le cas des 
feuilletages, par dégénérescence sur un automorphisme de HÉNON, applications pour les- 
quelles cet énoncé est connu. Plus précisément soit (h e ) E une famille analytique de transfor- 
mations birationnelles telle que h e= o = ho soit un automorphisme de HÉNON ; si <T e est la 
courbe invariante par h £ la famille (C e )e produit une courbe limite Co a priori invariante par ho 
mais rien ne dit que Co n'est pas la courbe exceptionnelle de ho- 
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Pour la première approche nous allons invoquer des arguments de nature dynamique. La 
seconde, qui s'appuie sur la première, traite des courbes non irréductibles (Le. des courbes in- 
variantes par les itérés) et invoque des arguments d'indépendance algébrique et de points fixes. 
Avant toute chose il faut rappeler qu'une courbe contractée par une transformation biration- 
nelle est une courbe rationnelle, autrement dit de genre arithmétique 0. C'est une conséquence 
directe du théorème de Nœther. 

De nombreux auteurs se sont intéressés au problème des courbes invariantes. Dans sa thèse 
JACKSON décrit les transformations birationnelles quadratiques / qui préservent une courbe C 
et qui satisfont Ind /Ulnd f~ l C C {voir [Jac05]). 

Comme une surface de RlEMANN compacte de genre g > 2 ne possède qu'un nombre fini 
d'automorphismes, on devine que pour une transformation birationnelle le fait de posséder une 
courbe invariante de genre g > 2 est très restrictif ; ceci est précisé par la : 

Remarque 4.11. — Soit C une courbe de genre arithmétique supérieur ou égal à 2. Si / est 
une transformation birationnelle laissant C invariante alors f\ c est un automorphisme de C, en 
particulier il existe un itéré f" de / tel que C soit une courbe de points fixes de f". 

Commençons par mentionner un cas particulier d'un résultat de DlLLER, JACKSON et SOM- 
MESE. 

Théorème 4.12 ([DJS07]). — Soitf une transformation de CREMONA algébriquement stable 
telle que X(f) > 1. Si C est une courbe invariante par f, alors le genre (arithmétique) de C est 
Oou 1. 

Ce résultat est précisé par PAN dans [Pan05]. 

Théorème 4.13 ([Pan05]). — Soit C une courbe irréductible de P 2 (C) de genre (arithmé- 
tique) strictement plus grand que 1. Soit f une transformation de CREMONA qui préserve 
C On a 

- X(f) = 1 et la suite (deg/")„ croît au plus linéairement ; 

- si f est conjugué à un automorphisme d'une surface rationnelle (lisse), f est d'ordre fini ; 

- si la normalisation de C n'est pas hyperelliptique, f est d'ordre fini. 

Définition. — Soit M G GL2(C) une matrice 2x2. On dit que les valeurs propres T|i, r\2 
de M sont résonnantes s'il existe des entiers m\ et m.2 non tous deux nuls tels que Tl^'r]™ 2 = 1. 
Un point fixe p d'une transformation birationnelle / sera dit résonnant si a ses valeurs 
propres résonnantes. 

Proposition 4.14. — Soit A un automorphisme de P 2 (C) dont les coefficients sont Q-algébrique- 
ment indépendants. Les points fixes de Aa sont non résonnants. 

Démonstration. — On constate que 

{Bo | B € PGL 3 (C)} = {A K a | kg Aut(C,+,.)} 
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où l'adhérence est prise au sens ordinaire. Remarquons que les points fixes de Aa sont en 
position générale ; en effet si trois d'entre eux étaient alignés, alors cette propriété, invariante 
par action d'un automorphisme de corps sur A, serait vérifiée par tous les Ba ce qui est absurde. 
Soit C un automorphisme de P 2 (C) tel que les points fixes de g : = CAaC 1 soient 

(0:0:1), (0:1:0), (1:0:0) et (1:1:1). 

On note £2 l'ensemble des éléments de Bir2 fixant ces 4 points ; l'orbite de g sous l'action de 
Aut(C,+,.) est dense dans Çl. Supposons que Aa possède un point fixe résonnant ; alors g 
et g K , avec K dans Aut(C,+,.), aussi. Il s'en suit que tout élément de Q. est résonnant en ce 
point ce qui n'est pas correct. □ 

Proposition 4.15. — Soit A un automorphisme de P 2 (C) dont les coefficients sont algébri- 
quement indépendants sur Q. La transformation (Aa)" n'a pas de courbe de points fixes pour 
chaque n dans Z \ {0}. 

Démonstration. — Supposons que C soit une courbe de points fixes pour (Aa)"; si d est le 
degré de C, pour tout K dans Aut(C, +, .), l'itéré «-ième de A K a a une courbe de points fixes 
de degré d. En passant à l'adhérence de ZARISKI on obtient que pour tout / dans 1? l'itéré 
ra-ième de / admet une courbe de points fixes de degré d; puisque £ 3 est dense dans Bir2 on en 
déduit que toute transformation birationnelle quadratique, et en particulier tout automorphisme 
de HÉNON, vérifie une telle propriété ce qui est faux ([Bru99]). □ 

Remarque 4.16. — Tous ces énoncés se généralisent aux transformations du type (Ap) n et (Ax) n . 

Remarque 4.17. — L'hypothèse d'indépendance sur les coefficients de A est indispensable : 
on remarque par exemple que si A est du type 

(cu - oui +x 2 : [ko - P*i +*2 : 8x + (1 - ôki), « / P 

l'élément Aa laisse la droite xq = x\ invariante. 

Proposition 4.18. — Soit f = Aa une transformation birationnelle quadratique laissant une 
courbe rationnelle C invariante. Supposons que f soit algébriquement stable et que les itérés de 
f n'aient ni courbe de points fixes, ni point fixe résonnant ; alors C est une droite, une conique 
lisse ou une cubique à point double. 

Démonstration. — Si C est lisse, la formule d'HURWlTZ assure que C est une droite ou une 
conique lisse. 

Supposons désormais que C soit non lisse et que p soit un point singulier de C. 

Montrons que Aa est un difféomorphisme local en p, i.e. que p n'est pas dans Exc GUlnd a. 
D'après [DJS07] le point p n'est pas d'indétermination pour a. Si p appartient à Exc a\Ind a 
alors Aa(p) est un point d'indétermination de (Aa) -1 . Le germe de Aa tP est du type 

(u,v) f ^ (u,uv) 

à conjugaison locale g.d. près. En particulier il envoie courbe singulière irréductible sur courbe 
singulière ; Aa(p) est donc un point d'indétermination de (Aa) -1 mais aussi un point singulier 
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ce qui est exclu (toujours d'après [DJS07]). Ainsi Aa est un difféomorphisme local en p et 
Aa(c.p) est singulière. 

Si 7t : C — > C est la normalisation de C et Aa le relevé à C de la restriction AC| C , on note 

A = 7r 1 (Sing (C)) = {pi,...,p,}. 

Comme Aa est un difféomorphisme local en chaque point singulier de <T, l'ensemble A est 
invariant par Aa. Puisque C est isomorphe à P 1 (C), Aa est conjugué à une translation ou une 
homothétie ; on en déduit que A compte au maximum deux points. En effet si #A > 3, la trans- 
formation Aa est périodique en restriction à C \ il existe alors un entier n tel que C C Fix(Aa)" 
ce qui est exclu d'après l'hypothèse. Notons qu'à chaque branche locale de C, p correspond 
un pi; par suite on a l'alternative suivante 

- C a un seul point singulier p (qui est donc fixe) et C a au plus deux branches en p; 

- C a deux points singuliers distincts q\ , q 2 et C, qi , C m sont irréductibles. 
Étudions ces différentes possibilités. 

Remarquons que si un germe de difféomorphismes holomorphe de C 2 ,0 fixe une courbe 
singulière irréductible ou bien deux courbes lisses tangentes ce point fixe est résonnant. 

- Puisque les valeurs propres de la partie linéaire de Ao en p ne peuvent être résonnantes, C 
a un unique point singulier et C, p est un croisement ordinaire ; la formule du genre assure 
que C est une cubique à point double. 

- On remarque que (Aa) 2 fixe les points qi et q 2 ; comme C, qx est irréductible non lisse, les 
valeurs propres de la partie linéaire de (Aa) 2 en q\ (resp. q 2 ) sont alors résonnantes ce qui 
est impossible. 

□ 

Comme toujours il y a un énoncé analogue pour les transformations génériques de Z 2 et Z 1 . 

Comme on le voit les cubiques cuspidales n'apparaissent pas dans la Proposition 4.18. Cer- 
taines transformations quadratiques possèdent de telles cubiques invariantes ; dans [BK] Bed- 
FORD et KlM étudient la famille de transformations de CREMONA définie par 

ga tb : P 2 (C) — » P 2 (C), (x :x\ :x 2 ) i-> (x (xi +bx ) :x 2 (xi+bx ) : x (x 2 + ax )), 

famille dont nous reparlerons au Chapitre 6. Notons que les g a j, ne sont pas algébriquement 
stables : la droite xq = est contractée par g a ^ sur (0:1:0), point qui est éclaté par g a ^ sur la 
droite x 2 = 0. 

Cette famille possède, pour certains paramètres, une cubique cuspidale invariante. Posons 

.. ft-t 3 -t 4 \-t 5 \ 

BEDFORD et KlM établissent en particulier le : 

Théorème 4.19 ([BK]). — Soit t dans C \ {0, 1, — 1, j, j 2 }. Il existe un polynôme P dans 
C [xq , x\ , x 2 ] 3 satisfaisant 

P°ga,b =*det(jacg a;è ) P 

si et seulement si (a,b) = cp(î). 
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Le polynôme P est donné par 

Pt,a,b(xQ,xi,x 2 ) = a(t - l)t 4 xl + t(t - \)xix 2 {tx\ +x 2 ) 

+ x (2bt 3 x l x 2 + t 3 (t-\)x 2 + (t-\)(\+bt)x 1 ) 
+ t 3 (t-\)xl(a(x l +tx 2 ) + t(xi + (t-2b)x 2 )) 

Supposons que (a,b) coïncide avec (p(î) pour un certain t dans C\{0, 1, —1, j, j 2 }. La cu- 
bique irréductible d'équation P t , a ,b = invariante par g a j, contient les deux points fixes de g a ^ 

( t 3 t 3 \ f-l+t 2 + t 3 -l+t 2 + t 3 

Pl = I TTT'TTT ) et Pi 



i+t'i+tj V t 2 (\+t) ' t 2 (\+t) 

et a son cusp en p\. 

Proposition 4.20. — Soit f = Ao une transformation birationnelle quadratique laissant inva- 
riante une courbe irréductible C de genre arithmétique 1. Supposons que f soit algébriquement 
stable et que les itérés de f n'aient pas courbe de points rixes ; alors C est une cubique lisse. 

Démonstration. — En utilisant des arguments de la démonstration de la Proposition 4.18 on 
montre que C est lisse. La restriction de f a C induit un automorphisme de la normalisée qui 
laisse invariant le relevé de l'ensemble singulier de C (puisque Ao est un difféomorphisme 
local en chaque point singulier de C). Mais sur une courbe elliptique un automorphisme qui 
possède une orbite finie est d'ordre fini, ce qui est exclu par hypothèse ; ainsi C est une courbe 
elliptique lisse de P 2 (C) donc une cubique lisse. □ 

Nous allons dans un premier temps nous intéresser aux transformations birationnelles qua- 
dratiques préservant une cubique lisse. 

Lemme 4.21. — Soit C une cubique lisse. On suppose que C 1 = g(c) est aussi une cubique 
lisse ; alors C passe parles trois points d'indétermination de G. 

Démonstration. — Soient h et h' dans C[jco>*1)*2]3 définissant respectivement C et c'\ l'hy- 
pothèse implique que 

hoo = x%x\x\h' , a, P, yeN, a + P + y=3. 

À permutation des coordonnées près le triplet (a,P,y) prend les valeurs (3,0,0), (2,1,0) 
ou (1,1,1). Dans le premier cas un calcul direct montre que C est l'union de trois droites 
et dans le second que C est singulière. On vérifie, dans la dernière éventualité, que h est du 
type 

cixqXi + bx 2 çc 2 + cxqx 2 + dxQX 2 + ex 2 x 2 + fx\x\ + gx§x\x 2 . 

□ 

Notons que si C et C 1 sont comme dans l'énoncé a réalise un automorphisme entre C et C 1 de 
sorte que ces deux cubiques ont même invariant j; on en déduit l'existence d'un automorphisme 
de P 2 (C) échangeant C et c' (voir [Har95]). 
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Soit T l'espace des polynômes homogènes de degré 3 s'annulant aux trois points d'indé- 
termination de a. L'application a induit un isomorphisme linéaire a : T — > T défini dans la 
base {jCqXi, x$X2, xqx\, xqx\, x\x2, x\x\, xqX\X2} par 

a : (a,b,c,d,e,f,g) i-> (f,e,d,c,b,a,g). 

Les cubiques invariantes par a correspondent à l'espace linéaire Fix a qui est de dimension 
projective 3. 

Soient C une cubique lisse associée à un élément de T et C 1 = o(c). Soit A un isomorphisme 
linéaire tel que A(c') = C; la cubique C est alors invariante par Aa. Notons qu'il existe un 
nombre fini de tels isomorphismes. L'ensemble des éléments A de PGL 3 (C) tels que Aa laisse 
une cubique lisse invariante est d'adhérence une variété algébrique définie sur Q de dimension 
dimPT = 6. 

Plus généralement soit C une cubique lisse; donnons-nous trois points p\, p2 et p?, non 
alignés sur C. À ce triplet de points p = (pi,P2,P3) on peut associer a p une transformation 
quadratique de CREMONA telle que Ind a p = {pi, P2, pi}- L'image de C par a p est encore 
une cubique isomorphe à (T et il existe une application linéaire A p (en fait il en existe un nombre 
fini) telle que A p a p (c) = C Nous noterons q> p les transformations A p a p . L'espace des cubiques 
lisses est de dimension 9, celui des triplets de points sur une cubique de dimension 3; ainsi l'es- 
pace des éléments de £ 3 qui laissent invariante une cubique lisse est de dimension 9 + 3 = 12. 

En particulier on obtient le : 

Corollaire 4.22. — Génétiquement une transformation de I? ne possède pas de courbe inva- 
riante de genre arithmétique 1. 

Soit A un automorphisme deP 2 (C); siies coefficients de A sont indépendants sur Q alors Aa 
ne préserve pas de telle courbe. 

Démonstration. — Le premier point résulte des considérations de dimension qui précèdent. 

Pour le second, si Aa possédait une courbe elliptique invariante il en serait de même pour A K a 
et ce pour chaque K dans Aut(C,+,.); comme les orbites dynamiques des A K a sont denses 
dans I? ceci contredit les calculs de dimensions ci-dessus. □ 

Dans [Pan07b] Pan a démontré que le groupe Bir(<r) des transformations birationnelles qui 
laissent invariante la cubique lisse C est engendré par les transformations cp p = A p a p . 

Montrons que tout automorphisme abstrait de C est la restriction ou bien d'un cp p , ou bien 
d'un isomorphisme linéaire. On note Aut(<r) le groupe des automorphismes de C vue comme 
courbe elliptique abstraite C/A. En suivant une idée de Pan ([Pan07a]) nous allons montrer 
que le morphisme de restriction 

Bir(c) -> Aut(c) 

est surjectif. Pour celà fixons deux points génériques m\, m,2 de C et T un élément de Aut(c). 
Soit M un point générique du plan projectif complexe ; on note m\, M[ et M" (respective- 
ment m2, M' 2 et M![) les points d'intersection de la droite (Mm\) (resp. {Mm.2)) avec la cu- 
bique C 
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Les couples de points T{M[) et T(M") déterminent deux droites dont l'intersection est no- 
tée T(M). L'application T coïncide avec T sur C et est visiblement birationnelle puisque T^ 1 
inverse T, d'où la surjectivité de l'application de restriction : Bir(c) — > Aut(c). 

Revenons aux transformations quadratiques (f> p . En fait chaque triplet p produit un nombre 
fini de telles applications, autant qu'il y a d'automorphismes de P 2 (C) qui fixent C ■ L'applica- 
tion R : p t— ► <p~ peut donc être vue comme une application algébrique multivaluée de l'es- 
pace des triplets de points distincts de C dans Aut(c). En général Aut(c) s'identifie topologi- 
quement à l'union de deux exemplaires Co et C- de C (sauf pour les cubiques spéciales C/Z[i] 
etC/Ztj]) 

Co ~ {z + a | a G C/A} et C- ~ {-z + a \ a G C/A}. 

Si on écrit <T sous forme normale de WEIERSTRASS x\ = xq{xq — \){xq — T|) on constate que 
l'automorphisme t : (xo,xi) (xo,— xi) laisse C invariante et sa restriction l\ c est dans la 
composante C- \ l'image de R intersecte donc Co et C_. 

Remarquons que R est non constante en tant qu'application multivaluée ; si elle l'était {cp P|c , } 
engendrerait un groupe dénombrable dans Aut(c) ce qui contredirait la surjectivité de 

Bir(c) -> Aut(c) 

puisque Bir(c) est engendré par les (f> p . 

Il en résulte, dans le cas des cubiques génériques, que l'image de R évite au plus un nombre 
fini d'éléments de Aut(c) (en particulier l'identité). Ainsi tout automorphisme de C, sauf peut- 
être un nombre fini, est restriction d'un certain cp p . 

Remarque 4.23. — Soient p = (p i,P2, Pi) un triplet de points distincts et a un élément de 
la cubique C que l'on considère avec sa structure de groupe. Alors, pour chaque a, l'appli- 
cation cp p+a , avec p + a = (p\ +a,p2 +a,P3 +a), est bien définie. Comme C est compacte 
l'application a i-> cp p+a|f est constante (sinon q> p serait surjective). 

Nous passons maintenant à l'étude des transformations birationnelles de type Aa laissant 
une courbe de genre nul invariante. 

Proposition 4.24. — Soit A un automoqjhisme de F 2 (C) défini par 

(aoxo + b ( )X\ + c x 2 : aix + b\x\ + c\x 2 : a 2 x + b 2 x\ + c 2 x 2 ). 
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La transformation Aa laisse une droite invariante £> si, à conjugaison dynamique par une per- 
mutation de coordonnées près, on a 

aoc] + c ci (b Q -a\)-b\cl=Q. 

Démonstration. — Remarquons que © passe nécessairement par un des points de Ind a, par 
exemple (0 : : 1). Plaçons-nous dans la carte x 2 = 1 et supposons que D soit paramétrée 
par xq i-> (xo,txo); en écrivant l'invariance de © on obtient 

x (a t 2 + t(b -ai) — b\) + tx 2 ) (tco — c\) = 0. 

Comme t ne peut être nul (x\ = est une droite contractée par Aa) on constate que c\ = tco 
d'où l'alternative 

- co = ci = et aot + (bo — ai )t — b\ = 0; 

- t = ci /co; en substituant cette valeur de t dans (aot 2 + t(bo — ai) — bi) on obtient 

a Q cj + c ci(ô - ai) - bic\ = 0. 
Dans les deux cas la condition annoncée est satisfaite. □ 

Remarque 4.25. — Le cas cq = ci = 0, qui apparaît en cours de preuve, correspond aux trans- 
formations de type Aa qui laissent la fibration xi/xq invariante. 

Remarquons aussi que si une transformation Aa laisse invariante une fibration en droites, 
alors, à permutation près des coordonnées, il s'agit de la fibration x\/xq = cte. Les A conve- 
nables sont du type 

(aoxo + boxi : aix Q + bixi : a 2 x Q + b 2 xi + c 2 x 2 ); 
ces transformations forment un groupe. 

Remarque 4.26. — Les éléments de Bir2 possédant une droite invariante forment un ensemble 
algébrique dont la trace sur I? est une hypersurface. 

Passons maintenant à l'étude des transformations préservant une conique. Soit C une co- 
nique lisse; a(c) est une conique lisse si et seulement si, à permutation près des coordon- 
nées, C est du type suivant 

Cab '■ x\ + axiX2 + bxQX2 +*o*i =0, a, b G C, 2ab —1/0. 

L'image par a de C a b est la conique Cba de sorte que la permutation 

P : (x Q : xi : x 2 ) >-> (xi : x Q : x 2 ) 

échange ces deux coniques. Soit / = Aa une transformation laissant invariante une conique C ■ 
À permutation près des coordonnées C est de type C a b\ de C a b =Aa(c a b) =A(Cba) =AP(c a b) 
on déduit la : 

Proposition 4.27. — Soient f = Aa laissant une conique lisse invariante et P Vinvolution 
définie par (xi : xq : x 2 )- A permutation près des coordonnées C est donnée par 

x 2 + axix 2 + bxQX 2 + xoxi = 

et AP appartient au groupe orthogonal 0(x 2 + axix 2 + bxQX 2 + xqXi ) . 
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Remarque 4.28. — Lorsque a = b l'involution a laisse C aa invariante et dans ce cas A est dans 
le groupe orthogonal O(Caa)- 

Pour terminer le cas des courbes rationnelles apparaissant dans la Proposition 4.18, étudions 
les cubiques à point double. L'image par a d'une cubique à point double ^ d'équation 

(4.2. 1) cixqXi + bxgX2 + cxqx\ + dx$x\ + ex\x2 + gx\x\ + hxQX\X2 = 

est encore une cubique à point double (il s'agit ici de cubiques passant par les trois points 
d'indétermination de a). Mais il y a d'autres formes normales ayant la même propriété (corres- 
pondant à d'autres choix que (1,1,1) pour le triplet (a, p\ y) apparaissant dans la démonstration 
du Lemme 4.21). Ainsi la cubique d'équation 

(4.2.2) ax\ + bxQx\ + cx$x\ + dx\x2 + ex\x\ + gXQX\X2 = 
est envoyée par a sur 

r% o r% r\ r\ 

oxqx\ + bx 2 + cx x X2 + dxQX 2 + exoX\X2 + gx\x 2 = 

(induisant d'ailleurs l'application (a,b,c,d,e,g) h- > (b,a,d,c,g,e)). Pour des valeurs géné- 
riques de a, b, c, d, e, g la cubique correspondante possède un point double en (1 : : 0) 
qui est précisément d'indétermination pour a. 

On vérifie facilement que les cubiques données par (4.2.1) et (4.2.2) sont, à permutation de 
coordonnées près, les seules cubiques à point double ayant leur image par a encore cubique. 

Soit / = Aa une transformation birationnelle quadratique laissant invariante une cubique 
à point double c €\ alors g(^) est encore une cubique à point double. Comme à conjugaison 
linéaire près toutes les cubiques à point double sont les mêmes, il existe Aq dans PGL3(C) 
tel que o(^) = Aq^) de sorte que ^ = AAo(^). Le groupe des transformations linéaires qui 
laissent invariante une cubique à point double est fini. Par exemple si féo est la cubique de 
WEIERSTRASS : x\x2 = Xq(xo —X2); on vérifie que ce groupe est formé des transformations 

id, (4ott + 4xi : 4x - 4ocxi : 9ott + 3xi - 8dtt 2 ) , 

(xo : —x\ : x 2 ), (4otto — 4xi : 4xq + 4otti : 9axo — 3x\ — 800C2) 

où a satisfait 3a 2 = 1 . 

Pour résumer nous obtenons la : 

Proposition 4.29. — Soit une cubique à point double. L'ensemble des transformations Aa 
qui laissent invariante est fini. 

Remarque 4.30. — Puisque deux cubiques à point double dans P 2 (C) sont linéairement conju- 
guées une telle cubique est invariante par une infinité de transformations quadratiques de Z 3 ; on 
peut préciser cela par un argument essentiellement identique à celui des cubiques lisses (choix 
des triplets {pi,P2,P3) l'un des pi pouvant être au point double). 

De la même façon on établit que génériquement un élément de Y? ne possède pas de cubique 
à point double invariante. 

Finalement on en déduit la : 
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Proposition 4.31. — Soit A un automorphisme de P 2 (C) dont les coefficients sont algébri- 
quement indépendants sur Q. La transformation quadratique Ao ne possède pas de courbe 
irréductible invariante. 

En utilisant ce fait nous allons montrer un résultat plus général. 



Théorème 4.32. — Soit A un automorphisme de F 1 (C) dont les coefficients sont ^-algébrique- 
ment indépendants. La transformation quadratique Aa ne possède pas de courbe (éventuelle- 
ment non irréductible) invariante. 

Démonstration. — Raisonnons par l'absurde ; nous réutilisons ici les notations / pour l'appli- 
cation quadratique de C 3 dans C 3 et f* pour l'application induite sur l'espace projectif P 2 (C). 
Soient F une courbe invariante par f* = A'o' et 

r = r 1 u...ur i 

la décomposition de F en facteurs irréductibles, chaque r, étant décrit par une équation irré- 
ductible hi = 0. Bien sûr la surface /î, = est invariante par l'application polynomiale /. Les 
coefficients de A étant algébriquement indépendants sur Q, la transformation /* est algébri- 
quement stable ; il s'en suit que 

(4.2.3) Vi€{l,...,j}, 3 Ce {!,..., s} tel que /•(r i ) = r / . 

Écrivons que F est invariante par f* 

hof = hr\ avec h = h\...h s ; 

notons que le théorème de la fonction implicite, appliqué en un point générique de F, assure 
que T] n'est pas divisible par les /i,. Remarquons que r\ = est formé de branches de 

Exc f* = {xq = 0, x\ = 0, X2 = 0}. 

En effet supposons que y soit une branche des zéros de r\, alors h(f(y)) = 0. Si y n'est pas 
contractée par f* alors f(y) coïncide avec l'un des r\; d'après (4.2.3) il existe 1 < i < s tel 
que /*(y) = /*(r,) ce qui n'est pas possible. L'invariance de F se réécrit donc 

h{Ac) = nhxlx\x r 2 , (P,q,r) GN 3 \{0}, ^gC*. 

Puisque A est générique /* a quatre points fixes en position générale. Après une conjugaison 
dynamique du type (otto : fki : yx2) le point (1:1:1) est fixe par / = Aa : C 3 — > C 3 . Ceci 

ao b cq 
ai b\ ci 
a 2 b 2 c 2 

(4.2 A) a i + b i + c i = \, i = 0,1,2. 



revient à supposer que la matrice A 



est stochastique 



Évidemment cette conjugaison détruit l'hypothèse de Q-indépendance des coefficients de A 
mais puisque cette modification est faite par conjugaison on garde par exemple la propriété 
qu'il n'y a pas de courbe irréductible invariante. À partir de 

hof = n(x 7 x q l x 2 )h 
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on obtient 

h{l,l,l)=/jh(l,l,l). 

Si h(l, 1, 1) est nul, / laisse invariante la composante irréductible de h = passant par (1,1,1) 
ce qui implique que /* préserve une courbe irréductible, cas exclu par généricité. Il en résulte 
que h{\, 1, 1) est non nul et que /n vaut 1. Comme l'un des entiers p, q, r est non nul, nous 
allons supposer que r / 0. Considérons maintenant la transformation / = Aa définie par 

(ao(xi -x Q )x 2 +XQXi,ai(xi -x )x 2 +x xi,a 2 (xi - x Q )x 2 + x Q x 2 ) . 

Pour ao, a\ et a 2 génériques / induit une transformation birationnelle et on constate que 

7(1,1,1) = (1,1,1), 7(1,1,2) = (1,1,2). 

On remarque que le point (1,1,2) n'est pas sur la surface x^x\x r 2 = 1. En particulier parmi les 
transformations g = Ba satisfaisant (4.2.4) la propriété suivante est générique 

(4.2.5) g possède un point fixe m situé en dehors de x^x\x 2 = 1. 

Il en est donc ainsi pour /; en effet si ce n'était pas le cas, alors, pour tout automorphisme de 
corps K, les éléments f K = A K a auraient tous leurs points fixes sur Xqx\x 2 = 1 ce qui contredirait 
la propriété (4.2.5). Pour un tel point fixe m on a 

h(m) = h(f(m)) = (*g*fj£)(fn)fc(m), 

égalité qui conduit à h(m) = 0. Le même raisonnement que précédemment assure que / pré- 
serve la composante de h = passant par m et donc que f* a une courbe irréductible invariante : 
contradiction avec la Proposition 4.31. □ 

Théorème 4.33. — Soit Ao une transformation de Bir 2 algébriquement stable. Supposons 
que F\, F s soient des courbes (irréductibles ou non) invariantes parAo. Dès que s > 5, 
l'élément Aa préserve une ûbration. 

Démonstration. — Chaque est donné par une équation réduite ht = 0; l'invariance de T, par 
la transformation / = Aa se traduit par 

hiof = ux%xfx r 2 %, w G C*, {puqun) G N 3 \ {0}. 

On en déduit pour tous les entiers ni, n s l'égalité 

h? . . . h"/ of = fî... tf s hï l . . . h n /x% U niPi x} U " m 4 U n ' n . 
Dès que s > 5 on peut trouver des entiers « ( dans Z non triviaux tels que 

deg/z; 
Pi 



i=l 



0. 



L'élément / préserve alors la fibration définie par h" [ ... h" s . □ 

En faisant un raisonnement analogue sur les branches de det(jac/) pour une transformation 
birationnelle / de degré quelconque on obtient le : 
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Théorème 4.34. — Soit f une transformation de CREMONA algébriquement stable de de- 
gré V. Il existe un entier N(v) tel que : dès que f possède plus de N(v) courbes invariantes f 
préserve une fibration. 

4.3. Exemples de transformations quadratiques préservant une fibration rationnelle 

Donnons quelques exemples de transformations birationnelles préservant des fibrations ra- 
tionnelles qui peuvent être des fibrations en coniques, en cubiques à point double, en cubiques 
cuspidales, etc. Ces exemples proviennent de la classification des flots (voir Chapitre 2). 

- Soit (3 un rationnel ; la famille de transformations 

l_ g -(P+i)t 




préserve la fibration rationnelle donnée par i + ^]_^ XQXl = cte fibre à fibre. Elle préserve 
aussi x\ = cte mais en déplaçant les fibres. On constate que g2 laisse une fibration en 
cubiques à point double invariante : dans la carte x = 1 la famille des courbes invariantes 
est donnée par ax\ — x\ — 'ix\X2 = 0. Pour 1 + P = n entier cela donne la fibration 

°A - x 2 - nxxx"^ 1 = 0. 



- Pour tout P rationnel la famille (P (g-2pf^|j^p(g-2jSf + |) > g?x i) préserve la fibration ration- 
nelle x^f = cte fibre à fibre ; lorsque P vaut 1 c'est une fibration en cubiques à 
point double. 

- On constate que les transformations 3 Xl _|_^ laissent invariante la fibra- 
tion en cubiques à point double x\ — 3xqx\ = cte fibre à fibre. 

- La famille de transformations ( j^^rjp- ^x^j laisse la fibration en coniques = cte 

invariante fibre à fibre ; dans la carte x\ = 1 , elle est donnée par X2 ^ X2 ^ = cte qui est une 
famille de paraboles tangentes. 

- L'élément (xo + ?(P + +t 2 xi + j,xi +t^J de BÙ2 préserve la fibration en cubiques 
cuspidales 3$xi +x\ — 3xo = cte (se placer dans la carte affine x$ = 1). 

- Soit P dans Q\ {2}; on note que (xoe^ 1 + 2 ~ L ^( e2 ' ~ e ^')-> x i et ^j préserve la fibration ra- 
tionnelle x i + ^_ 2 - )XQ = cte ^bre à fibre. 
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- Les transformations 



xo(x\ + l)e' t \ ( e'(4xQXi +2xq - 1) + 2xq + 1 , \ ( xqx\ 



t (^l + l) ,eXl )' ^ U( e '(2x 1 + l-2x () ) + l+2x )' eX V' reSP ' [xt-xo+e-'xo' 6 * 1 

préservent fibre à fibre les fibrations en coniques 

xi t xi(l+2x ) x xi 

= cte, resp. — — — - — - = cte, resp. = cte. 



x (xi + l) (xi + 1)(1 -2x ) xi-xq 



4.4. Transformations ayant une courbe de points fixes 



Dans ce paragraphe nous examinons les différentes courbes de points fixes possibles pour 
une transformation quadratique. 

Comme on l'a vu au Lemme 4.15 dès que A est un automorphisme de P 2 (C) dont les co- 
efficients sont algébriquement indépendants sur Q, la transformation (Ac) n (resp. (Ap) n ) n'a 
pas de courbe de points fixes, phénomène que l'on observe déjà pour les automorphismes. 
Commençons par énoncer le : 

Théorème 4.35 ([Pan07b], Théorème 1.3., [BPV08], Théorème 1.1.) 

Soient C une courbe algébrique irréductible dans P 2 (C) et f une transformation de Cre- 
MONA non linéaire laissant C invariante. 

- Si C est lisse de genre plus grand ou égal à 1, alors C est une cubique lisse. 

- Si le genre de C est supérieur ou égal à 2 et si f est l'identité sur C , alors ou bien f est 
conjuguée à une transformation de DE JONQUIÈRES, ou bien f est périodique de période 
inférieure ou égale à 3. 

Exemple. — Soit P un polynôme de degré 2d + 2 sans racine multiple ; la transformation 
définie par ^ * ^*'^ ,x^j laisse la courbe hyperelliptique x\ = P{x\) invariante. 

Rappelons qu'une courbe invariante point par point par une transformation birationnelle qua- 
dratique est nécessairement de degré inférieur ou égal à 2 (Proposition 3.3). En fait dans [Bla08] 
Blanc montre le : 

Théorème 4.36 ([Bla08]). — Soient C une cubique plane lisse et G le groupe des transforma- 
tions birationnelles qui fixent C point par point. Un élément non trivial de G est de degré au 
moins 3. 

De plus les éléments de degré 3 de G engendrent G. 

On décrit maintenant les transformations quadratiques qui ont une courbe de points fixes ; 
les trois énoncés qui suivent s'obtiennent par des calculs élémentaires. 

Comme on l'a déjà dit pour que l'image d'une droite par a soit encore une droite il faut 
qu'elle passe par l'un des trois points d'indétermination de a et soit distincte de xq = 0, x\ = 
et X2 = 0; de même l'image par a d'une conique C est encore une conique si C passe par deux 
des points d'indétermination de a. D'où la : 
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Proposition 4.37. — À conjugaison dynamique par permutation et homothéties près on a 

- les transformations Ao qui possèdent une droite de points fixes s 'écrivent 

(a(xi -xo)x2+xoxi : (xi -xq)x2+xqxi : y(xi -xo)x2 +X0X2), a, y e C \ {1}, a +-y 

(ici la droite de points fixes est la droite d'équation xq = x\) ; 

- la transformation Ao a une conique lisse de points fixes si elle est du type 

(xoxi : 0x1x2 —X0X2 + P*()Xi : X1X2), a, [3 € C, ocP 7^ 1. 

La conique de points fixes est alors donnée par : x\ — 0x1X2 + X0X2 — [3xoXi = 0. Cette 
conique dégénère en deux droites lorsque a[3 = 1 . 

Remarque 4.38. — On constate que l'élément (xoxi : OOC1X2 — X0X2 + Pxoxi : X1X2) préserve la 
fibration X0/X2 = cte fibre à fibre et ceci montre que tout élément de £ 3 ayant une conique de 
points fixes préserve fibre à fibre une fibration en droites. En fait en utilisant les deux proposi- 
tions qui suivent nous allons voir que toute transformation birationnelle quadratique ayant une 
conique lisse de points fixes préserve une fibration en droites fibre à fibre. 

La caractérisation des droites (resp. coniques) qui sont transformées par p en des droites 
(resp. coniques) permet d'établir la : 

Proposition 4.39. — La transformation Ap a une droite de points fixes si elle s 'écrit 
(aoxoxi + £0X2 + cqXix 2 : aix xi + bix^ + cixix 2 : a 2 x xi + b 2 x\ + c 2 xix 2 ), 

avec 

b\O2 + a2aiC\-a\a2b2-a\c2 = ou aobob 2 + c Q bj - a 2 bl - bob 2 c 2 = 0. 

La transformation Ap a deux droites distinctes de points fixes si elle est de l'une des formes 
suivantes 

(oxoxi +xix 2 : Px xi +yx^ + 8x1x2 : ex xi +rixix 2 ), (r| - a) 2 + 4s / 0; 

(ax xi + pX2+yxix 2 :x2 + 8xix 2 : Exj + rpcix 2 ) , (£-8) 2 + 4r| / 0. 

Enfin la transformation Ap possède une conique lisse de points fixes si elle est de l'un des 
types suivants 

(xoxi : — xoxi — X2 — PX1X2 : X1X2), (xoxi + ox\ + OCX1X2 : X1X2 : x\), P G C, 0C€C*. 

Dans le premier cas la conique est donnée par xqX\ +x\+x\ + §x\X2 = 0, dans le second 
par xqX\ + eue 2 ; + (XX1X2 — X0X2 = 0. 

En ce qui concerne les transformations de Z 1 on a la : 
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Proposition 4.40. — Soit A = (aoxo + box\ + cqX2 '■ a\xo + b\x\ + c\X2 : «2*0 + ^2*1 + C2X2) 
un automorphisme de P 2 (C). 

La transformation Ax possède une droite de points fixes siciQCQC\ +boc\ — a\c\ — b\CQC\ = 0. 

La transformation Ax a une conique lisse de points fixes si Ax est de la forme 

(2xq : 2xqx\ : occ 2 , + — x\+xqx2)i oc, [3 € C; 

la conique en question a pour équation xqX2 — OLXq — $xox\ +x\ = 0. 

Remarque 4.41. — Les itérés de (2xq : 2xqx\ : OUq + PxoXi — x\ +X0X2) son t dans Bir2. En 
effet dans la carte xq = 1 cette application induit la transformation polynomiale 




4.5. Points d'indétermination des itérés, points périodiques 



4.5.1. Points d'indétermination, ensembles exceptionnels. — 

Soit / un élément du groupe de CREMONA. On note Ind + / = M Ind /" l'union des en- 

n>\ 

semblés d'indétermination des itérés positifs de /. De même on introduit Ind~ / = [J Ind f~ n . 

n>\ 

De façon similaire on définit Exc + / = [J Exc /" l'ensemble des courbes contractées par les 

n>\ 

itérés positifs de / ainsi que Exc~ / = [J Exc f~ n . 

n>\ 

Soit A un automorphisme de P 2 (C) dont les coefficients sont algébriquement indépendants 
sur Q. La transformation Aa est alors algébriquement stable ; soit p\, P2 et ^3 les points d'in- 
détermination de Aa. On remarque que pour n dans N les (Aa)~"(p,-) sont des points d'indé- 
termination de (Aa) n+1 . En particulier la Q-indépendance implique que l'ensemble Ind + (Aa) 
est infini ; il en est de même pour Ind - (Aa). 

Théorème 4.42. — Soit A un automorphisme de P 2 (C) dont les coefficients sont algébrique- 
ment indépendants sur Q. Alors Ind (Aa) est ZARISKI dense. 

Nous proposons deux façons d'établir ce résultat. 

Démonstration. — Supposons que Ind~ (Aa) soit contenu dans un sous-ensemble algébrique 
propre F de P 2 (C). Alors il en est de même pour Ind~(A K a) pour tout automorphisme K du 
corps C. Par densité il en est encore de même pour tout élément de I?. Or nous donnons par la 
suite des exemples du type 

(axi+b ax2 + [3 \ 
\cx\ +d 7 JX2 + 5 J 

pour lesquels ce n'est pas vrai donc Ind - (Aa) est ZARISKI dense. 



4.5. POINTS D'INDÉTERMINATION DES ITÉRÉS, POINTS PÉRIODIQUES 



127 



= Z 

La deuxième approche est la suivante. Soit Ind (Aa) l'adhérence de ZARISKI de Ind (Aa). 

Notons que Ind (Aa) est invariant par Aa. Supposons que Ind (Aa) soit strictement contenu 
dans P 2 (C); comme il est infini on a 

Ind-(AG) Z =ru{/7i,...,Aj 

où r désigne une courbe algébrique et les des points de P 2 (C) non situés sur T. La Q- 
dépendance fait que T n'est pas contractée par Aa. On constate alors que F est invariante 
par Aa; or génériquement une transformation du type Aa ne laisse pas de courbe invariante 
(Théorème 4.32) : contradiction. □ 

Comme le montre la remarque qui suit on ne peut espérer sous les seules hypothèses de la 
Q-indépendance obtenir la densité (au sens ordinaire) des points d'indétermination. 

Remarque 4.43. — Soit A un automorphisme de P 2 (C) dont les coefficients sont algébrique- 
ment indépendants sur Q. Supposons que Aa ait un point fixe m tel que les valeurs propres 
de la partie linéaire de / en m soient de module 1 mais génériques ; Aa est alors linéarisable 
au voisinage de ce point. En particulier il existe un ouvert (polydisque) invariant par Aa; pour 
tout n les éléments de Ind (Aa)" et Exc(Aa) n ne peuvent rencontrer cet ouvert. 

Si A est un élément de SL3 (Z) (resp. SL3 (R)) les points d'indétermination des (Aa)" sont ra- 
tionnels (resp. réels). En particulier les (Aa)" sont holomorphes dans le complément de P 2 (R) 
dans P 2 (C) ; mais cet ensemble n'est pas invariant puisque les courbes contractées, qui l'in- 
tersectent évidemment, le sont sur des points réels. Par contre le complément des courbes 
contractées privé de P 2 (R) est invariant. 

On se convainc facilement qu'il n'est pas aisé de décrire les ensembles Exe* et Ind 1 * 1 ; c'est 
possible dans des situations très spéciales non génériques en général. Un des exemples les plus 
simples est le suivant 

V U 27 yCXl+d' YX2 + 5 ) 

On note que h fait partie d'un sous-groupe de Bir2 ici PGL2(C) x PGL2(C) et peut être vu 
comme automorphisme mais sur P ! (C) x P ! (C). On constate déjà dans cette situation des 
phénomènes « intéressants ». 

Si les points fixes de chaque hj sont distincts de et 00 dans P ! (C) alors h est dans Z 3 , les 
trois droites contractées par h étant x\ = — -, x 2 = — \ et la droite à l'infini xq = 0. Supposons 

c y 

que chaque /z,- soit une rotation irrationnelle ; alors les adhérences (ordinaires) 

{v 1 (-£)|^n} et {^"(-^I^N} 

sont des cercles. Il en résulte que 

Exc+/i = |J Exc/î", 

neN 
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qui est aussi dans ce cas 



Exc h = y Exc h n , 

n€N 

est l'union de deux cônes réels quadratiques H\ et H 2 dans P 2 (C) et de la droite à l'infini xq = 



(0:0:1) 



H 2 



XQ = 




(0:1:0) 



L'intersection des deux droites x\ = h ï n (— | ) et X2 = h 2 n y—^j contractées par h" est un 
point d'indétermination de h" (les deux autres étant (0 : 1 : 0) et (0 : : 1)). Par suite l'adhérence 



Ind+/z = y Ind h" = Ind~/z = [j Ind h~" 

neN neN 

est constituée des points (0 : 1 : 0), (0 : : 1) et de l'intersection des quadriques réelles H\ 
et H2, c'est une surface quartique réelle qui est topologiquement un tore S 1 x S 1 . 



On peut bien sûr décrire sans difficulté les Exc* h et Ind 1 * 1 h pour n'importe quelles valeurs 
des paramètres a, b, c, d,a, ... 

Voici quelques exemples tirés de la classification des flots quadratiques qui permettent de 
visualiser quelques configurations d'ensembles Ind et Exc. 
- On considère 

§t = ((2xi +tx 2 )x Q - l -x\ : (xi +tx 2 )(-2tXQ + 2xi +tx 2 ) : x 2 {— 2îxq + 2x\ +tx 2 )) 
Un calcul montre que 

Exc <|>" = Exc § m = {x\ = 0, x\ + ntx 2 = 0, — 2ntxo + 2x\ + ntx 2 = 0} 

et 

Ind $ = Ind § nt = {(1 : : 0), (1 : : 2), (1 : 2nt : -2)} 
ce qui permet une description immédiate des ensembles Ind 1 * 1 et Exc* . 
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- Pour le flot § t donné par 

(2e'(t-2)xQX\ -e'tx\-\-2(\-e t )x\x 1 -AxQX2 : 2e'xi{2tx a - (2 + t)x x - 2x 2 ) : 2x 2 {2tx - (2+t)x\ - 2x 2 )) 
on a 

Exc = Exc § nt = {x\ +X2 = 0, e nt x\ +X2 = 0, 2ntXQ — (2 + nt)x\ — 2x2 = 0} 

et 

Ind $ = {(1 : : 0), (1 : 2 : -2), (2 + nt- 2e nt : 2nt : -2nte nt )} 

Rappelons que pour cet exemple § t appartient à Z 3 sauf pour t G 2i7tZ où § t est soit 
l'identité, soit dans L 2 . Remarquer que suivant les valeurs de t choisies la description des 
ensembles Ind 1 * 1 n'est pas si simple. 

4.5.2. Points périodiques. — 

Soit / un élément du groupe de CREMONA. Un point périodique de / est un point p tel que 
les germes f" p soient holomorphes et + (f) = {p,f(p),- ■ • ,f n (p),- • •} soit un ensemble fini 
qui ne rencontre pas Ind / U Ind /~ 1 . La période de p est par définition le cardinal de + (/) . 

Remarque 4.44. — Un point fixe p de f" n'est pas nécessairement un point périodique de /; 
il se pourrait en effet que pour un certain k < n, l'itéré k-ième de p par / soit d'indétermination 
pour f~ l par exemple. 

Un point périodique p de période k est hyperbolique si les valeurs propres §i(p) et 82 (p) 
de satisfont 

|8i(p)|<K|82(p)|. 

L'ensemble des points périodiques hyperboliques d'un automorphisme quadratique / de 
HÉNON est ZARISKI dense. En effet suivant [FM89] c'est un ensemble infini dans C 2 c'est- 
à-dire dans P 2 (C); s'il n'était pas ZARISKI dense / laisserait une courbe invariante ce qui est 
impossible. Considérons t ^ f t une famille analytique de transformations birationnelles telle 
que 

- fo soit une transformation de HÉNON, 

- pour tout t non nul f t appartienne à I? . 

Soit po un point périodique hyperbolique de période N pour fo. Fixons D un polydisque centré 
en p tel que D ne rencontre pas la droite à l'infini. En particulier 

DnExc/ ( ? = Dnlnd/ ( ? = 0, Vl<n<A^. 

Si N est fixé et \t\ suffisamment petit, Exc et Ind ff ne rencontrent par D. En appliquant 
le théorème de stabilité des points fixes hyperboliques à la famille de difféomorphismes ho- 
lomorphes f^ D on constate qu'il existe une application analytique p^ p{t) telle que pour \t\ 
suffisamment petit p(t) soit un point fixe hyperbolique de /, de période N. 

Soit A un automorphisme de P 2 (C) à coefficients algébriquement indépendants sur Q. Puisque 
{A K | K G Aut(C, +, .)} est topologiquement dense, si n est fixé, il existe un automorphisme K 
du corps C tel qu'un conjugué linéaire g de A K a soit très proche de fo; par suite g" est proche 
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de /q et possède au moins autant de points fixes que /q a de points fixes hyperboliques (ou 
plus généralement de points fixes simples). Il en est de même pour (A K o) n . Cette construction 
produit donc pour Ao au moins autant de points périodiques de période n (pas nécessairement 
tous hyperboliques) que fo a de points périodiques simples. On peut évidemment faire cela 
pour tout n. 

Théorème 4.45. — Soit A un automorphisme de P (C) dont les coefficients sont algébrique- 
ment indépendants sur Q. L'ensemble des points périodiques de Ao est ZARISKI dense. 

Démonstration. — Posons / = Ao. D'après ce qui précède / a une infinité de points pério- 
diques. Notons Per(/) l'ensemble des points périodiques de /. L'idée est toujours la même. Si 
l'adhérence de ZARISKI Per(/) de Per(/) est strictement contenue dans P (C) , alors Per(/) 
s'écrit comme l'union d'une courbe algébrique Y et de points pi de P 2 (C) non situés sur Y 

Per(/) Z = TU {/n,---, Av}- 

Puisque /(Per(/)) est contenu dans Per(/), la courbe Y est invariante par / ce qui n'est pas 
possible en vertu du Théorème 4.32. Il en résulte que Per(/) est ZARISKI dense. □ 

Remarque 4.46. — On peut aussi procéder comme suit. 

Posons / = Ao. D'après ce qui précède / a une infinité de points périodiques et une infinité 
de périodes distinctes apparait (ceci est vrai pour les applications de HÉNON). Notons Per(/) 
l'ensemble des points périodiques de /. Si Per(/) est contenu dans un sous-ensemble algé- 
brique propre Y, alors Y est du type 

r = r 1 u...ur f ,u{pi,. ..,/>,} 

où les pi sont des points isolés et les T, des courbes irréductibles. On en déduit l'existence 
d'entiers j et k tels que / 7 (r\) = Y^ et l'itéré /■> a une infinité de points périodiques avec 
une infinité de périodes distinctes ; ceci implique que la normalisée de r\ est P^C). Comme 
un élément de PGL2(C) ne peut posséder une infinité de points périodiques avec périodes 
distinctes, on obtient une contradiction. 

Dans [Fav98] Favre donne une estimation du nombre de points périodiques d'un élément 
générique du groupe de CREMONA de degré d > 2; puis il montre, avec DlLLER, un résultat sur 
les transformations biméromorphes d'une surface de KÀHLER compacte que nous énonçons 
dans le cas particulier de P 2 (C). 

Théorème 4.47 ([DF01]). — Soit f une transformation de CREMONA non linéaire algébri- 
quement stable telle que > 1. Supposons que f n'ait pas de courbe de points pério- 
diques. Notons Per& le nombre de points périodiques de période (divisant) k. Il existe une 
constante C > telle que pour tout k > on ait 

\Per k -X(f) k \<C. 

Remarquons que les Corollaire 4.5 et Lemme 4.15 permettent d'appliquer ce Théorème à 
toute transformation Ao avec A automorphisme générique de P 2 (C). 
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Remarque 4.48. — Il y a des transformations birationnelles de degré 2 dans Y? qui sont algé- 
briquement stable avec un nombre fini de points périodiques ; par exemple pour a, [3 génériques 
les applications p, où 

avec a, P deux complexes génériques de module 1, sont de ce type. Leur degré dynamique 
vaut 1. 



La transformation / vérifie la condition de BEDFORD et DlLLER {voir [BD05]) si 

I ^iiogtdisttrandr^md/))! <«,. 

Cette condition implique la stabilité algébrique. 

Le théorème qui suit est très important ; il montre l'abondance de points périodiques hyper- 
boliques. Nous l'énonçons dans le cadre restreint de P 2 (C). 

Théorème 4.49 ([BD05, Duj06]). — Soitf un élément non linéaire du groupe de CREMONA. 
Supposons que f vérifie la condition de BEDFORD et DlLLER. Alors f possède une infinité 
de points périodiques hyperboliques qui s'équidistribuent suivant une mesure de probabilité 
f -invariante. 

Nous allons en déduire la : 

Proposition 4.50. — Soit A un automorphisme de P 2 (C) à coefficients réels strictement po- 
sitifs. La transformation birationnelle quadratique Ao vérifie la condition de BEDFORD et 
DlLLER ; en particulier Ao possède une infinité de points périodiques hyperboliques. 



Démonstration. — On note / = Ao et A 



. Les points d'indétermination a, b 



a bo c Q 
a\ b\ c\ 
a 2 b 2 c 2 

et c de /~ 1 sont donnés par les colonnes de A 

a= (aQ-.ai :a 2 ), b = (b : b\ : b 2 ), c = (c : c\ : c 2 ) . 

Dans la carte affine x 2 = 1, on note l'ensemble réel défini par 

:= {xq > 0, Xi > 0}. 

On remarque que a laisse invariant 0. Comme les coefficients de A sont positifs on a l'inclu- 
sion A(0) C 0; par suite f(&) C 0. En fait /(©) est le triangle de sommets a, b et c. Il 
en résulte que / n (Ind C pour tout n > 0. Soit dist la métrique de Fubini-Study de 
diamètre 1 et < £ < 1 la distance de f(&) à 

Ind/ = {(1:0:0), (0:1:0), (0:0:1)}; 

on a 

distCT (Ind /" ! ),Ind /) < dist(/(0),lnd /) = s. 
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Comme la série 

£ ^IlogCdista^Ind/- 1 ),^/))! < |loge| £ 1 

est convergente on peut appliquer le Théorème 4.49. □ 

Suite à une discussion avec Romain DUJARDIN, que nous remercions, nous avons établi le : 

Théorème 4.51. — L'ensemble des éléments de Bir 2 possédant une infinité de points pério- 
diques hyperboliques est dense dans Bir 2 . 

Démonstration. — L'ensemble des transformations de Bir 2 qui vérifient la condition de Bed- 
FORD et DlLLER est le complément d'un ensemble « pluri-polaire » ([BD05]). Lorsque A est à 
coefficients réels strictement positifs Ao satisfait cette condition, on en déduit que cet ensemble 
est non vide et donc dense : c'est une propriété des ensembles pluri-polaires. □ 

Remarque 4.52. — On peut démontrer la densité des transformations de Bir2 possédant une 
infinité de points périodiques en partant d'une transformation Ao avec A dans PGLs(R) à 
coefficients algébriquement indépendants et en faisant agir Aut(C,+,.). Mais cette démarche 
ne contrôle pas l'hyperbolicité. 



4.6. Transformations birationnelles quadratiques de carré quadratiques 

On note que pour toute transformation de CREMONA / telle que 
deg/" = 2 Vn>l 

il existe un entier k tel que f k se plonge dans un flot. En effet (/") Z est un sous-ensemble 
algébrique de P 17 (C) et (/") nBir 2 est un groupe algébrique. Par suite (f n ) nBir 2 a un 
nombre fini de composantes connexes ; une puissance de / est dans la composante connexe de 
l'identité et cette puissance se plonge dans un flot. 

Nous avons vu que la non stabilité algébrique était reliée à une baisse du degré des itérés. 
Dans cet ordre d'idée nous allons décrire les transformations quadratiques de I? (resp. Z 2 , 
resp. Z 1 ) dont le carré est encore dans Bir 2 . Ceci se ramène à chercher les automorphismes A 
de P 2 (C) pour lesquels (Ao) 2 (resp. (Ap) 2 , resp. (Ax) 2 ) est encore dans Bir 2 ; cela produit des 
exemples de familles de transformations birationnelles non algébriquement stables. Les flots 
rencontrés au Chapitre 2 sont comme cela. 

Commençons par un exemple. La famille des transformations birationnelles f a p définie par 

où oc, [3 désignent des nombres complexes a été étudiée dans [Dés08] 

deg/ip = 2 > de g/ip = 3 > de g/ip = 3 > de g/«,p = 4 > de g/a,p = 4 > de g/dp = 5, . . . 
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Lorsque a et [3 sont de la forme exp(2i7lT|) et exp(2i7rn) avec r\, r\ dans R\Z, cette famille 
a une dynamique curieuse ([Dés08]) que nous rappelerons brièvement au Chapitre 6. Cette 
famille montre que la condition deg/ 2 = 2 n'est pas suffisante pour que tous les itérés soient 
de degré 2. 

Examinons de plus près les éléments de I? dont le carré est quadratique. La transforma- 
tion (BoC) 2 est quadratique si et seulement si oCBo l'est ; on se ramène donc à déterminer les 
éléments A de PGL^C) tels que oAo soit quadratique. 

Proposition 4.53. — Les éléments A de PGL3(C) tels que deg oAo < 2 s'écrivent fig avec 
1= (x : Otto + [ki :yxo + ôx 2 ), oc, yeC, p\ ô G C* /, g G y 6 . 

Démonstration. — Posons Ao := (Fq : F\ : F2). La transformation 0A0 est de degré inférieur 
ou égal à 2 si et seulement s'il existe \|/ et qt dans C[xo,xi ,x 2 ] 2 tels que 

(FiF 2 : F F 2 : F F{) = y(q : 91 : q 2 ). 

Si \|/ était irréductible, \|/ diviserait deux F; distincts ; Ao ne serait alors pas inversible ce qui 
est absurde. Ainsi \|/ s'écrit \|/o¥b les \|/,- désignant des formes linéaires. 

Si \|/o et coïncident à multiplication près par un scalaire, alors ou bien deux des compo- 
sants de Ao sont multiples l'une de l'autre, ou bien Ao est linéaire ; ces deux éventualités étant 
exclues, \\Tq et ne sont pas multiples l'une de l'autre. 

Quitte à réindicer les \|/, on peut supposer que \|/o divise l'un des F; et les deux autres. À 
permutation près on a 

^0 = ¥0/0 , Fi = Yi/j , F 2 = y 1/2 , 

les fi étant des formes linéaires. On obtient alors 

0A0 = (¥1/1/2 : ¥0/0/2 : ¥1/0/1); 

cette transformation est de degré inférieur ou égal à 2 si l'un des facteurs de la /-ème compo- 
sante divise les autres. Étudions par exemple le cas où f\ divise ¥0/0/2 et ¥1/0/1 • Remarquons 
que si f\ divise \|/o alors Ao est linéaire donc f\ divise /0/2. Considérons par exemple l'éven- 
tualité : /1 divise /o; alors 

0A0 = (¥1/2 : ¥0/2 : ¥1/1), Aa = (¥0/0 : ¥1/0 : ¥0/2)- 

Par définition les F,- sont du type *xix 2 + «0X2 + *xoXi : ceci impose des conditions sur les \|/; 
et /. Si ¥0 est de la forme BqXq + CqX\ avec BqCq / 0, nécessairement 

/o = c x 2 , f 2 = c 2 x 2 et \|/i = Bix Q + Cixi ; 

la transformation Ao est alors linéaire ce qui est impossible. Si \|/o est du type Bqxo, alors 

/o = box\ + cqx 2 et / 2 = b 2 x\ + c 2 x 2 . 

Lorsque boco / 0, on constate que \|/i = Si^o et Ao est linéaire. Si Z?o est nul, \\f\ = B\Xq + C\X\ 
et 

deg Ao < 2, A = (xi : Px + Jxi : ôxi + 8x2) . 
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De même quand cq = on obtient que Aa est de degré inférieur ou égal à 2 et A est du type 

(x 2 : [ko + Y*2 : 8x1 +£x 2 ). 
En examinant tous les cas possibles on a le résultat annoncé. □ 

L'énoncé précédent conduit avec les mêmes notations à la : 

Proposition 4.54. — Soit Q une transformation de £ 3 . Si degQ 2 < 2, alors Q est, à conjugai- 
son linéaire dynamique près, de l'un des types suivants 

( OX\ + 1 CX2 + 1 \ ( . CX2 +X\ 

0.1= , , Q2=[a + bx h 



X\ X2 J V X2 

( OX2 + 1 CX\+d\ ( CX\+X2 

03 = , , 04= [a+x 2 , 

\ X 2 Xi / \ X\ 

où a, b,c etd sont des nombres complexes satisfaisant bd / 0. 
Remarques 4.55. — 

- Les transformations Qj et Q3 sont des automorphismes de P^C) x P^C); tous leurs 
itérés sont de degré 2. 

- On obtient des transformations / de I? dont le carré est dans Z 2 ; par exemple Qj lorsque a 
ou c est nul. 

- Les transformations étudiées par BEDFORD et KlM ([BK]) sont à conjugaison dynamique 
près de la forme Q4. 

En général Q2 et Q4 ne sont pas de cube quadratique. 

Proposition 4.56. — La transformation Q2 = (a + bx\ , CX2 ^ Xl ) est de cube quadratique si et 
seulement si nous sommes dans l'un des deux cas suivants 

- c = 0; 

- c ^0, b = -\ etc 2 + a = 0. 

Dans les deux cas les itérés de Q2 sont tous quadratiques. 



Démonstration. — Un calcul montre que Q, 2 3 s'écrit 

9 n c(c 2 +2a + ab)x2 + (c 2 + ab + a)xi+bc(\+b)xiX2+b 2 xt 

a + ab + ab z + tfx\ , — - ' — - 

(c z + a)X2 + cx\ + 0x1X2 

Le dénominateur de la seconde composante ne peut être linéaire (b / 0) donc Q 2 3 est quadra- 
tique si et seulement si le dénominateur de la seconde composante de Q 2 3 divise le numérateur 
de celle-ci ; cette simplification a lieu si (c 2 + a)x2 + cx\ +0x1X2 est un produit. C'est le cas 
si et seulement si bc(c 2 + a) = et comme b est nécessairement non nul on doit étudier les 
cas c = et c 2 + a = 0. 
Si c = on a 

ab + a + bx\ " 

bX2 



O2 = [a + ab + ab 1 + b*x\ , ■ 
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on remarque que Q 2 est à conjugaison dynamique près du même type que Qj. Ainsi tous les 
itérés de Q2 sont de degré 2. 
Si c / et c 2 + a = on a 

* / , ,? ,3 ac(\+b)x 2 + abx\+bc(\+b)x\x 2 + b 2 x 2 {\ 

Q2 5 = a + a b + ab l + b i x i ,— - \ - L 

V x l (c + bx 2 ) ) 

Comme b est non nul on constate que Q, 2 3 est quadratique si et seulement si a(b+ 1) = 0, ce 
qui conduit à b = — 1 puisque a / 0. On remarque qu'alors Q 2 = id. □ 

Par un calcul élémentaire on démontre la : 

Proposition 4.57. — La transformation Q4 = (a + x 2l CXl +^ X2 ^j est de cube quadratique si et 

seulement si a et c sont nuls ; dans ce cas Q4 est dynamiquement conjugué à (x2, j^j 9 UJ est 
périodique de période 6. Tous ses itérés sont quadratiques. 

Les calculs qui suivent vont nous permettre de distinguer les différentes classes de conjugai- 
son des transformations quadratiques de carré quadratique. Soient Q dans Bir2 et m un point du 
plan projectif complexe ; on notera la multiplicité en m du feuilletage défini par Q. Nous 

allons montrer comment on calcule les différentes multiplicités par exemple pour les éléments 

/ œco+xi \ 

ces transformations comptent trois points d'indétermination 

(1:0:0), (0:1:0), (-l:cc:l) 

et deux points fixes (0 : : 1) et (a — 1 : : 1). Le feuilletage associé à f a $ est donné par la 
1 -forme 

(1 - P)xiX2(xo+X2)dïo+X2(x2(Ctto+-ïl) -Xo(xo+X2))dX! +Xl (pXo(xo+X2) -X2(Otto+-Kl))dX2- 

Plaçons-nous dans la carte x\ = 1 pour calculer jU/ ap (0 : 1 : 0); le feuilletage associé à / a p 
est donné par 

(1 - P)x 2 (x +x 2 )dxo + ($xo(x +x 2 ) -x 2 (ott + l))dx 2 . 

La quantité (1 — P)x2(xo +x 2 ) est nulle si et seulement si x 2 = ou xq = — x 2 . Lorsque x 2 = 
(resp. xq = —xi) on a 

(k (*o + x 2 ) - x 2 ((xx + 1 ) = [3xq 

(resp. Pxo(xo +x 2 ) —x 2 (oxq + 1) = — (ocxo + l)xo) ; il s'en suit que ^/ ap (0 : 1 : 0) = 2 + 1 = 3. 
De même on obtient 

H fafi (l : : 0) =^ ap (0 : : 1) =^(a-l : : 1) =^(1 : -a : 1) = 1. 

On a la : 
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Proposition 4.58. — Soit Q un élément de I? dont le carré est de degré inférieur ou égal à 2. 
On suppose que degjF (Q) = 2. Notons p\, p2 et p?, les points d'indétermination de Q. Le 
tableau suivant donne les multiplicités aux points d'indétermination. 



valeurs de (pq(pi),pq(P2),Pq(P3)) 


Q est dynamiquement 


à permutation près 


conjuguée à 


(1. 1. 1) 


hi><+k) 


(1, 1, 3) 


(l+bxi, c + |),2>£{0, 1} 


(1, 5, 1) 




(2, 3, 1) 


(toi, 1 + |),2>£{0, 1} 


(2, 3, 1) 


(|.i + i).^{o, i} 


(3, 3, 1) 


(bx u x i),b<£{0, 1} 


(1. 2, 2) 




(1. 2, 2) 


(l+x 2 , c +f),d^0 


(1, 2, 4) 




(2, 2, 2) 


(*2, C + |),C^-1 


(3, 2, 2) 


(^.t-l) 



Remarque 4.59. — La condition degjT (2) = 2 impose que les paramètres a, b, c et d ci- 
dessus prennent des valeurs génériques. Lorsque les triplets de multiplicité de deux transfor- 
mations sont distincts elles ne peuvent être dynamiquement conjuguées. 



Remarques 4.60. — 
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- On constate que les deux modèles ( bx\ , 1 + ^- ) et (7-, 1 + 7- ) ont, à permutation près, 
même multiplicité aux points d'indétermination mais ne sont pas dynamiquement conju- 
gués ; en effet (bx\, 1 + laisse la fibration x\ = cte invariante alors qu'un calcul 

montre que (j^, 1 + j^j ne préserve pas de fibration en droites. 

- On note que (ï2±ï^ \ _|_ A\ préserve deux fibrations en droites alors que (1+X2, c + — ) 

n'en préserve qu'une ; par suite (^p, 1 + j^j et ^1 + X2, c + ne sont pas dynami- 
quement conjugués. 

- Chaque fois que la somme des multiplicités aux points d'indétermination vaut 7 la trans- 
formation correspondante n'a pas de point fixe. 

4.6.1. Cas non génériques. — 

Pour classifier les éléments de I? de carré quadratique on s'intéresse aux éléments A de PGL3 (C) 
tels que pAp appartienne à Bir2 . 

Proposition 4.61. — Tout élément A de PGL3(C) tel que pAp soit de degré inférieur ou égal 
à 2 est de l'un des trois types suivants 

(coco + P*i + 8x 2 : *i : £*i + yx 2 ), (ceci + P*2 : yxç, + 8^2 : x 2 ), 

(ax() + pX2:pri+8x 2 :x2), P> 8 ' £ e C ' a ' Y eC *- 

Démonstration. — On reprend la démarche qui nous a permis d'établir la Proposition 4.53. 

Écrivons Ap sous la forme (Fq : F\ : F2). La transformation pAp est dans Bir2 si et seulement 
s'il existe \|/et qt dans C[xo,xi,X2]2 satisfaisant 

(4.6.1) {F F 1 : F 2 2 : F X F 2 ) = MS{q : q x : q 2 ). 

Si Vf était irréductible, Vf coïnciderait, à multiplication par un scalaire près, avec deux Fi 
distincts ; Ap ne serait alors pas inversible ce qui est absurde. Il en résulte que Vf s'écrit comme 
le produit de deux formes linéaires que nous noterons Vfo et Vf\ . 

Si Vfo = otv/i avec a dans C* on a l'alternative suivante 

- qi = i\ et F2 = iiVfo où l\ désigne une forme linéaire non proportionnelle à Vf§\ 

- qi =¥o etF 2 = ^o- 

Nous allons considérer ces deux éventualités au cas par cas. 

- L'égalité (4.6.1) entraîne que 

Fi=Vfl et F 2 = £iVf . 

Le fait que chaque Fj soit du type *xqx\ + *x\ + *xiX2 implique que 

Fq = oxqx\ + $x\ + 8x1x2 , F\=x\, F 2 = exl+yxiX2, 



autrement dit 

a [3 8 

1 

s y 



ay/ 0. 
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- L'égalité (4.6.1) conduit à Fo<72 = Yo#o- On sait que \|/q ne divise pas Fo (si c'était le cas F) 
et F 2 seraient égales à multiplication par un scalaire près et Ap ne serait pas inversible !) 
Si \|/o ne divisait pas Fo, on aurait qo = \|/g et F\, F2 seraient multiples l'une de l'autre 
ce qui est impossible. Ainsi Fo est du type \|/o£ avec l forme linéaire non proportionnelle 
à \|/ ; en réécrivant (4.6.1) on obtient iq 2 = V|/o<7o d'où : \|/ divise q 2 . Par suite \|/ divise 
chaque F, ce qui est impossible. 

Finalement étudions le cas où les \|/, ne sont pas multiples l'une de l'autre. Il s'en suit 
que qi =F 2 = V|/oYi- À partir de (4.6.1) on a 

Fo<?2=Wi<7o, Fi=q 2 . 

Puisque les F ne sont pas proportionnels on a à réindexation près 

F = W, Fi = ¥iÀ F 2 = \|/ \|/i 

où £, l désignent deux formes linéaires telles que et i (resp. \|/o et £) ne soient pas propor- 
tionnelles. 

Les F étant de la forme *xqXi + *x\ + *x\x 2 un calcul montre que A est de l'un des types 
suivants 

" y p ] [a P' 

a 8 , y 8 , ocy/0- 

1 J L 1 . 

□ 



Cette proposition technique permet d'obtenir le : 

Corollaire 4.62. — Soit Q une transformation de L 2 . Si deg Q 2 < 2, alors Q est, à conjugaison 
linéaire dynamique près, de l'un des types suivants 



£1 

^3 

^7 
^9 



Ott xi+Yxi + P 1 



1 + Sxi ' 1 + 8x1 



a 1 

— + l,yro + l 

Xi 



a 

h l,JCo 

Xi 



Otto + 1, — + 1 
Xi 



(Xxo + 1,— 

Xl 



^2 = 

^10 



/ ocx xi +xi + [3 1 



a 

— ,yxo 

Xl 



a 

— ,x + 1 

Xl 

Y 

axo, — \- 1 
xi 



ax ,— 

Xl 



Remarque 4.63. — On remarque que deg J2" < 2 pour tout n. 



Toute transformation appartenant à Z 1 s'écrit BxC; elle est de carré quadratique si et seule- 
ment si xCBx l'est. On s'intéresse donc aux éléments A de PGL3(C) tels que xAx appartienne 
à Bir2 . 

En suivant la démarche utilisée pour la Proposition 4.53 on obtient la : 
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Proposition 4.64. — Tout automorphisme A de P 2 (C) tel que xAx soit de degré inférieur ou 
égal à 2 est du type 

(xq : ott + P*i : yxo + 8xi + ex 2 ) , oc, y, ô G C, P, s G C*. 

Démonstration. — On reprend l'idée de la démonstration de la Proposition 4.53. 

Notons Fo, F\ et F 2 les composantes de Ax. La transformation xAx est dans Bir2 si et seule- 
ment si 

(4.6.2) (F 2 : FqF\ : F 2 - F F 2 ) = \|/(<7o : qi : <n), q t , V € C[x ,xi ,x 2 ] 2 . 

Si \|/ était inversible, \|/ diviserait Fo et F\ autrement dit Ax ne serait pas inversible ce qui est 
impossible ; \|/ s'écrit donc VfoVfi avec \|/ ( forme linéaire. 

Supposons que \|/o et soient multiples l'une de l'autre ; (4.6.2) se réécrit alors 

*o = VoVo , FqFi = VoVi > F * " f oF 2 = \|fo 2 

d'où l'alternative 

- il existe une forme linéaire £ non proportionnelle à \|/o telle que go = £ 2 et Fo = £\\fo; 

- q =F =\]fQ. 

Traitons chacune de ces éventualités. 

- Commençons par supposer que qo = l 2 et Fo = tvfo. L'égalité (4.6.2) conduit à 

IFi = Voîi . F\ = ¥0^2 + ^VoF? • 

La première égalité entraîne, puisque £ et \|/o ne sont pas proportionnelles, que \|/o di- 
vise F\ ; par suite \|/q divise F 2 . La seconde égalité assure alors que \\Tq divise F 2 ce qui est 
impossible. 

- Finalement supposons que Fq = qo = V|/q. À partir de (4.6.2) on a 

Fi=qi, Ft=M?l{q 2 +F 2 ); 

il en résulte que \|/q divise F 2 . Comme Fo et F\ ne sont pas proportionnelles il existe une 
forme linéaire i non proportionnelle à \|/o telle que F\ = Ivfo. Chaque F étant du type 
*Xq + *xoXi + *(x 2 — xqx 2 ) on obtient 

Fo=xq, F =x ((k + otti), oc/0; 

autrement dit 

"10 0" 

A= p a , ocy/0. 
8 s y _ 

Pour finir supposons que les formes linéaires \|/o et ne soient pas proportionnelles. On en 
déduit que F) s'écrit \|/oYi; de (4.6.2) on tire 

Fi =?i, q\ = Wife+F 2 ). 

Par suite X|/oYi divise g 2 ; puisque \|/o et ne sont pas multiples l'une de l'autre, q\ est de la 
forme ot\|foYi • En particulier Fq et F\ sont proportionnelles ce qui est impossible. □ 
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Corollaire 4.65. — Soit Q une transformation de E 1 . Si Q 2 est de degré inférieur ou égal à 2, 
alors Q est, à conjugaison linéaire dynamique près, de la forme 

(oc + (ko,Y+8x +xo-£xi), oc, y, ô G C, P, s G C*. 

N'importe quel itéré d'une telle transformation est toujours quadratique. 
On a donc le : 

Corollaire 4.66. — Soit q une transformation de I? ou Z 1 ; dès que le carré de q est quadra- 
tique, tous les itérés le sont. 

Comme on l'a signalé ceci n'est pas vrai pour les éléments de I? (par exemple pour les / tt) p). 



CHAPITRE 5 



DES PROPRIÉTÉS ALGÉBRIQUES DU GROUPE DE 

CREMONA 



5.1. Le groupe de Cremona ne se plonge pas dans un GL„(k) 



Bien que Bir(P 2 (C)) possède de nombreuses propriétés des groupes linéaires on a la : 

Proposition 5.1. — Le groupe de CREMONA ne se plonge pas dans GL„(k) où k désigne un 
corps de caractéristique nulle. 

Avant de démontrer ce résultat rappelons l'énoncé suivant dû à BlRKHOFF. 

Lemme 5.2 ([Bir36]). — Soient k un corps de caractéristique nulle et A, B, C trois éléments 
de GL„(k) satisfaisant [A,B] = C, [A,C] = [B,C] = id etC d'ordre p premier; alors p <n. 

Démonstration de la Proposition 5.1. — Supposons qu'il existe un morphisme injectif ç du 
groupe de CREMONA dans GL„(k). Pour tout nombre premier p considérons, dans la carte 
affine xi = 1 , le groupe 

(^exp ^-^^x ,xi^ ,(x ,x xi), ^x ,exp ^^^xi^). 

Les images par ç des trois générateurs satisfont le lemme de BlRKHOFF donc p <n; ceci étant 
valable pour tout premier p, nous obtenons le résultat annoncé. □ 

Toutefois le groupe de CREMONA possède de « nombreux sous-groupes linéaires ». Il contient, 
outre les groupes PGL3(C) et PGL2(C) x PGL2(C), le sous-groupe du groupe de DE JON- 
QUIÈRES préservant la fibration x\ = cte fibre à fibre qui s'identifie à PGL2(C(xi)). 



5.2. Centralisateur d'une transformation Ao générique 

Dans [Can06] Cantat montre l'énoncé suivant : 

Théorème 5.3 ([Can06], théorème B). — Soit f une transformation birationnelle d'une sur- 
face complexe compacte S dont le premier degré dynamique est strictement plus grand que 1. 
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Si g est une transformation birationnelle de S qui commute avec f il existe m dans N* et n dans 
Z tels que g m =f n . 

Nous allons démontrer, seulement pour les transformations birationnelles du type Ao, avec A 
générique, un résultat un peu plus précis. 

Proposition 5.4. — Soit A un élément de PGLs(C) dont les coefficients sont rationnellement 
indépendants ; le centralisateur deAo dans Bir(P 2 (C)) s'identifie à Z. 

Pour ce faire commençons par établir le : 

Lemme 5.5. — Soit A un élément de PGL3(C) dont les coefficients sont Q-algébriquement 
indépendants ; le centralisateur deAo dans Bir(P 2 (C)) est abélien. 

Démonstration. — Notons m\,m2, mj, et p les points fixes de Ao. Puisque A est générique, les 
valeurs propres de la partie linéaire de Ao en les m; sont « indépendantes », celles au point p 
dépendant des six autres. Désignons par Cent(Ao) le centralisateur de Ao dans Bir(P 2 (C)) 



Soit / un élément de Cent(Ao). 

Montrons que nécessairement / est holomorphe en tout point de Fix(Ao). Supposons par 
l'absurde que / ne soit pas holomorphe, par exemple, en m\\ alors m\ est un point d'indéter- 
mination de / dont nous noterons Y l'image. Puisque Ao est holomorphe en m\ on constate 
que Y est invariante par Ao. Or d'après le Théorème 4.32 la transformation Ao n'admet pas de 
courbe invariante ; / est donc holomorphe en m\ . 

Puisque / est holomorphe en tout point de Fix (Ao), elle permute les points de Fix(Ao). 
« L'indépendance » des couples de valeurs propres de la partie linéaire de Ao en les m,- assure 
que / fixe au moins deux des m,-, le troisième pouvant être a priori permuté avec p (on peut 
penser que cela n'arrive pas génériquement). Supposons, à réindexation près, que m\ soit fixé 
par /. Par généricité il existe un germe de difféomorphisme (p défini au voisinage de m\ tel que 



où 8, T| sont les valeurs propres de la différentielle de Ao en m\. Un calcul élémentaire montre, 
puisque ô et r| sont non résonnants, que (p/ >mi (p _1 est linéaire de la forme (axo,bx\). Le centra- 



Lemme 5.6. — Soient A un automorphisme de P 2 (C) générique et p\, p2, pi les points d'in- 
détermination deAo. Alors pour tout n > 1 et tout i dans {1,2,3} l'image de pi par (Ao) n est 
une courbe. 

Démonstration. — Supposons que ce ne soit pas le cas, par exemple pour le point p = (1 : 
: 0). Il existe alors un entier positif t que l'on choisit minimal tel que (Ao) (p) soit de 
nouveau un point noté q. Alors pour tout automorphisme de corps K il en est de même pour A K o 



Cent(Ao) = {/ G Bir(P 2 (C)) | fAo = Aof}. 



(pAa ;mi q> 1 = (8x ,r|xi) 



lisateur de Ao est donc abélien. 



□ 



(A K o) e (1 : 0:0) =q K , 



VK€ Aut(C,+,.). 
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Par densité il en est de même pour tout Bo 

(Ba) e (l :0:0)=m B , VfiePGL 3 (C), 
niB désignant un point du plan projectif complexe. Maintenant considérons la transformation 

/ = (xix 2 +x x 2 : x x 2 : x xi) = (x +xi:xi: x 2 )o. 

On constate que l'image de (1 : : 0) par / est la droite d'équation x\ = xq et que l'image de 
cette droite par f est une droite pour tout entier £ : contradiction. □ 

Remarque 5.7. — Le Lemme 5.6 implique que si A est un automorphisme de P 2 (C) à coef- 
ficients algébriquement indépendants sur Q et si Ind Ao = {pi, p 2 , P3} alors pour tout n > 1 
et tout i dans {1,2,3} l'image de p, par (Ao) n est une courbe. 

Démonstration de la Proposition 5.4. — On reprend une idée de [Dés08]. 

Soit g un élément du groupe de CREMONA qui commute à Ao. Notons pi les points d'in- 
détermination de Ao. D'après la Remarque 5.7 l'orbite positive de pi sous l'action de Ao est 
constituée de courbes. Ou bien pi est d'indétermination pour g; sinon puisque Exc g est fini, 
il existe un entier positif k (choisi minimal) tel que (Ao) k (pi) ne soit pas contenu dans Exc g. 
Quitte à remplacer g par g := g(Ao) k on constate que g(pi) est un point d'indétermination 
de Ao; on a : g 3 {pi) = pi pour tout i. 

Comme l'orbite négative de pi par Aa est ZARISKI dense (Théorème 4.42), g 3 coïncide avec 
l'identité et g 3 est une puissance de Ao. Le centralisateur de Ao dans Bir(P 2 (C)) s'identifie 
donc aZxZ/pZ avec p < 3. 

Supposons que p soit supérieur ou égal à 2. Il existe alors une transformation birationnelle 
non triviale (p qui commute à Ao et telle que (p p = id; c'est donc le cas pour les éléments de 
la forme Bo avec B = A K , K automorphisme du corps C, puis par densité pour tout élément de 
type Bo avec B dans PGLs(C) (remarquons qu'une famille à un paramètre (p s de transforma- 
tions birationnelles périodiques telle que cpo = id est constamment l'identité). Le centralisateur 
de la transformation 

/a,p = (xq + Oxi : [3(0tti +x 2 ) :xi)a(x +x 2 :x\ -ax 2 : x 2 ) 
= ((ocxo+xi)x 2 : Pxi(x +x 2 ) :x 2 (xo+x 2 )) 

s'identifie, pour a, [3 génériques, à Z (voir [Dés08]) ; la démonstration est analogue à celle 
qu'on vient de présenter pour une transformation Ao avec A à coefficients algébriquement 
indépendants sur Q. L'absence du facteur Z/pl* s'explique par le fait qu'on peut distinguer les 
orbites des points d'indétermination de f a p 



x 2 = 
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XQ = -X2 



X 2 = 



X 

(1:0:0) 



X 



(0:1:0) 



x\ = ap 



x - 

(-l:a:l) 




Le résultat découle du fait qu'à conjugaison près f a p est du type B<3. □ 

Remarque 5.8. — Il y a toutefois des transformations de la forme Aa qui possèdent un « gros » 
centralisateur ; les flots quadratiques génériques décrits dans le Chapitre 2 fournissent de tels 
exemples. 



5.3. Construction de sous-groupes libres 



En général le groupe engendré par un nombre fini de transformations birationnelles quadra- 
tiques est libre. 

Proposition 5.9. — Soient Ai, . . . , A„ des automorphismes génériques de P 2 (C). Le groupe 
(Ai , . . . , A„, a) engendré par les A, et a est le produit libre 

n 

Z*...*Z*(Z/2Z). 

En particulier le groupe engendré par les transformations quadratiques Ai a, . . . , A n o est 
libre. 

Démonstration. — On va démontrer la Proposition pour n = 1 , le même argument permettant 
de conclure pour n quelconque. 

Par un argument de BAIRE il suffit de trouver un exemple satisfaisant l'énoncé. Considérons 
une transformation A du type suivant 

A = (coco + [ki : Y*o + &*i : x 2 ) ■ 

Comme le pinceau de droites xq = tx\ est invariant par les deux transformations A et a on hérite 
d'une représentation 

(A, a) ^PGL 2 (C), A:^^±|, a : -. 

yt + o t 
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Dans PGL2 (C) le sous-groupe engendré par les matrices 
a p 



y 8 



et 



1 

1 



"le" 




1" 




et 




1 


10 



est génériquement isomorphe à Z * (Z/2Z) ; c'est le cas par exemple pour 

lorsque £ est générique. Ceci implique que ((xq + £x\ ■ x\ : X2), g) est isomorphe à Z * Z/2Z. 

□ 

Remarque 5.10. — La preuve ci-dessus montre que la dynamique du groupe engendré par G 
et A = (oxq + Pxi : jxq + 8x1 : X2) est plus ou moins triviale, au sens où elle se réduit à la 
dimension 1. En effet A et a se relèvent par l'application de l'éclatement de l'origine dans la 
carte affine X2 = 1 en les applications 



A : (t,xi) 



eu + p 
yt + 5 



,Xl 



a : (t,xi] 



1 



-,Xl 



Notons que le groupe engendré par A et a est l'exemple d'un groupe qui se relève en un 
groupe d'automorphismes d'une surface rationnelle. 



5.4. Au sujet de la simplicité 

On ne sait pas si le groupe de CREMONA est simple. Soient G un groupe et / un élément 
de G. On notera N(/,G) le sous-groupe normal de G engendré par f 

N(f,G) = (hfh-\hf- 1 h- 1 \heG). 

Nous nous proposons de calculer quelques N(/,G) pour quelques transformations de CRE- 
MONA / particulières. 

5.4.1. Premiers calculs de N(/,Bir(P 2 (C))) et conséquences. — 

Le groupe PGL3(C) est simple par suite tout élément non trivial A de PGL3(C) satisfait 

N(A,PGL 3 (C))=PGL 3 (C). 

On en déduit la : 

Proposition 5.11. — Le sous-groupe normal engendré para dans le groupe de CREMONA est 
le groupe de CREMONA tout entier : 

N(a,Bir(P 2 (C))) =Bir(P 2 (C)). 

Démonstration. — Soit / une transformation de CREMONA. Le Théorème de Nœther per- 
met d'écrire / sous la forme 

f=(A l )oA 2 oA 3 ...A n (o), Ai GPGL 3 (C). 

Puisque PGL 3 (C) est simple on a 

N((-x ,-x 1 ),PGL 3 (C)) = PGL 3 (C) 
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et tout Ai possède une écriture de la forme 

hi(-x Q , -xi)h^ 1 h 2 (-x Q , -xi)h 2 l . . .h n (-x Q ,-xi)h~ l , ht G PGL 3 (C). 

Or l'involution (— x$,— x\) est conjuguée' 1 ) à (j^,-^ ; on en déduit que tout élément du groupe 
de CREMONA s'écrit comme un produit de conjugués de a = ( 7-, 7- ) . □ 

Ceci implique le : 

Corollaire 5.12. — Toute transformation de CREMONA s'écrit comme une composée d'in- 
volutions toutes conjuguées. 

Nous donnerons plus loin (Chapitre 5, §5.5) une version un peu plus forte du Corollaire 5. 12. 
En ce qui concerne le groupe normal engendré par un automorphisme de P 2 (C) nous avons la : 

Proposition 5.13. — Soit A un automorphisme non trivial de P 2 (C); alors 

N(A,Bir(P 2 (C))) = Bir(P 2 (C)). 

Démonstration. — Comme N(A,PGL3(C)) = PGL 3 (C) l'involution (— xo,— xi) s'écrit comme 
un produit de conjugués de A. Il en résulte, puisque (—xq, —x\) et a sont conjugués, que 

a = h 1 Ahï 1 h 2 Ah2 1 . . .h n Ah~\ hi G Bir(P 2 (C)); 

d'où l'inclusion N(a,Bir(P 2 (C))) C N(A,Bir(P 2 (C))). L'égalité 

N(a,Bir(P 2 (C))) =Bir(P 2 (C)) 

permet de conclure. □ 

Comme p et x sont birationnellement conjuguées à des involutions de PGL^C) on a une 
propriété analogue pour ces transformations. 

Corollaire 5.14. — On a 

N(p,Bir(P 2 (C))) =Bir(P 2 (C)) et N(x,Bir(P 2 (C))) = Bir(P 2 (C)). 

A partir de la Proposition 5.13 et de 

N(A,PGL 3 (C)) =PGL 3 (C), VAePGL 3 (C) 

on obtient le : 

Corollaire 5.15. — Toute transformation de CREMONA s'écrit comme un produit de conju- 
gués de la translation (xo,x\ + 1). 

Puisque la translation (xq,xi + 1) = [(xo,3xi), (xo, est un commutateur, le Corol- 

laire 5.15 entraîne le : 

W via l'élément , |i±}) de PGL 2 (C) x PGL 2 (C) 
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Corollaire 5.16. — Le groupe de CREMONA est parfait, Le. le groupe dérivé de Bir(P 2 (C)) 
est le groupe Bir(P 2 (C)) entier 

[Bir(P 2 (C)),Bir(P 2 (C))] = Bir(P 2 (C)). 

5.4.2. Description du sous-groupe normal de Bir(P 2 (C)) engendré par une transforma- 
tion birationnelle quadratique. — 

Proposition 5.17. — Soit A un automorphisme de P 2 (C); on a 

N(Aa,Bir(P 2 (C))) =Bir(P 2 (C)). 

Démonstration. — Supposons que A 2 / id. La transformation Ao est conjuguée à oA via a; 
ainsi oA appartient à N(Aa,Bir(P 2 (C))). On constate alors que A 2 = (Ao)(oA) est aussi 
dans N(Aa,Bir(P 2 (C))); or la Proposition 5.13 assure que 

N(A 2 ,Bir(P 2 (C))) =Bir(P 2 (C)) 

donc N(Aa,Bir(P 2 (C))) = Bir(P 2 (C)). 

Supposons que A soit de carré trivial. Soit B l'élément de PGL3(C) donné par (otto : : 7*2); 
on a N(Aa,Bir(P 2 (C))) = N(BAaB" 1 ,Bir(P 2 (C))). Notons que BAoB 1 = BABc. Un calcul 
montre qu'il existe a, (3 et y tels que (BAB) 2 soit distinct de l'identité ; ce qui précède permet 
de conclure. □ 

Proposition 5.18. — Si A désigne un automorphisme de P 2 (C), alors 

N(Ap,Bir(P 2 (C))) =Bir(P 2 (C)). 

Démonstration. — Lorsque A 2 / id, on peut reprendre l'idée de la Proposition 5.17. 

Supposons que A 2 = id. Soit B l' automorphisme de P 2 (C) donné par (xo : œq : X2); par 
définition N(Ap,Bir(P 2 (C))) = N(BApB" 1 ,Bir(P 2 (C))). Remarquons que BApfi 1 = BABp 
d'où 

N(Ap,Bir(P 2 (C))) = N(BABp,Bir(P 2 (C))). 

Un calcul assure l'existence d'un complexe a tel que (BAB) 2 ne soit pas trivial. Ce qui précède 
entraîne donc N(Ap,Bir(P 2 (C))) = Bir(P 2 (C))). □ 

Proposition 5.19. — Si A désigne un élément de PGLs(C), on a 

N(Ax,Bir(P 2 (C))) =Bir(P 2 (C))). 

Démonstration. — Si A 2 est non trivial, on reprend la démonstration de la Proposition 5.17. 
Si A 2 = id, on considère l'élément B de PGLs(C) du type 

(b 2 xo : œco+bcxi : dxo + exi +c 2 X2), b, c G C*, a, d, e G C. 

On a 

N(Ax,Bir(P 2 (C))) = N(BAxB _1 ,Bir(P 2 (C))); 
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de plus xB 1 s'écrit aussi Cx où C désigne l'élément de PGLs(C) donné par 

4 2 3 2 2 2 2 

(b xq : ab XQ + b cx\ : (a —b d)x$ + b{2ac — be)x\ + b c X2). 

En particulier BAxB 1 = BACx. Dès que A n'est pas de la forme (xo : x\ : Otto + $x\ — X2) on 
peut trouver a, b, c, d et e tels que (BAC) 2 / id; on peut alors conclure comme précédemment. 
Reste à traiter l'éventualité où A est du type (xo : x\ : Otto + P*i — *2)- Soit l'automorphisme 
de P 2 (C) défini par fî = (xo : 2x\ : —4x2). Un calcul montre que la transformation AxBAxB^ 1 
deN(Ax,Bir(P 2 (C))) s'écrit 

(xo : xi : -3ott - Pxi +x 2 ). 
D'après ce qui précède Bir(P 2 (C)) = N(AxBAxB- 1 ,Bir(P 2 (C))); l'inclusion 

N(AxBAxB" 1 ,Bir(P 2 (C))) C N(Ax,Bir(P 2 (C))) 
conduit à N(Ax,Bir(P 2 (C))) = Bir(P 2 (C)). □ 

Les Propositions 5.17, 5.18 et 5.19 impliquent le : 
Théorème 5.20. — Pour tout élément f de Bir2 on a 

N(/,Bir(P 2 (C))) =Bir(P 2 (C)). 

5.4.3. Calculs de N(/,Bir(P 2 (C))) dans un cadre un peu plus général. — 

Le groupe PGL2(C(xi)) est simple 

N(/,PGL 2 (C(x 1 )))=PGL 2 (C(x 1 )), V / € PGL 2 (C(x 1 )). 

Soit / une transformation de CREMONA préservant la fibration rationnelle x\ = cte fibre à 
fibre. Alors / s'écrit 

/ a(xi)xg + b(x{) \ 
\c{x\)xQ + d{x\Y /' 

Le. s'identifie à un élément de PGL2(C(xi)). On écrit alors abusivement :/estdans PGL2(C(xi)). 

Proposition 5.21. — Pour tout élément f dans PGL2(C(xi)) on a 

N(/,Bir(P 2 (C))) =Bir(P 2 (C)). 

Démonstration. — Considérons un élément / de PGL2 (C (xi ) ) ; puisque PGL2 (C (x\ ) ) est simple 
l'involution (— xo,xi) s'écrit comme un produit de conjugués de /. Comme 

N(A,Bir(P 2 (C))) =Bir(P 2 (C)), VAgPGL 3 (C) 
on a le résultat annoncé. □ 

On obtient comme conséquence la : 
Proposition 5.22. — Soit f un élément du groupe de DE JONQUIÈRES ; a7ors 

N(/,Bir(P 2 (C))) =Bir(P 2 (C)). 



5.5. UNE VERSION UN PEU PLUS FORTE DU THÉORÈME DE NŒTHER 
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Démonstration. — À conjugaison près on peut écrire / sous la forme (/i(jgo,jci),Y(*i)) où y 
est une homothétie ou bien une translation. Soit/î = (h\(xo,xi),xi) un élément de PGL2(C(jci)) 
alors g = [f, h] appartient à N(/,Bir(P 2 (C))) nPGL 2 (C(jci)). Pour h bien choisi g est différent 
de l'identité. La Proposition 5.21 permet de conclure. □ 

Corollaire 5.23. — Soit f un élément de Bir(P (C)). S'il existe une une transformation de 
CREMONA h telle que [f,h] préserve une ûbration rationnelle, alors 

N(/,Bir(P 2 (C))) =Bir(P 2 (C)). 

On en déduit la : 

Proposition 5.24. — Soit f = (xi,P(x\) - ôx ), 8 G C*, P G C[x\], degP > 2, un automor- 
phisme de HÉNON ; on a 

N(/,Bir(P 2 (C))) =Bir(P 2 (C)). 

Démonstration. — Posons g = (xo,2xi); le commutateur [f,g] de f et g préserve la fibration 
rationnelle xq = cte. Le Corollaire 5.23 implique le résultat. □ 



5.5. Une version un peu plus forte du Théorème de Nœther 

Théorème 5.25. — Toute transformation birationnelle de P 2 (C) dans lui-même s'écrit comme 
un produit d'involutions standards 

A Q cA l A l cAi 1 ...A p cA p 1 , A,- GPGL 3 (C). 

Démonstration. — Soit / dans le groupe de CREMONA. À conjugaison près par a et/ou un 
élément de PGL3(C) on a l'alternative suivante 

- ou bien / est un automorphisme de P 2 (C); 

- ou bien / s'écrit 

oA ...A p ^oA p , A,-GPGL 3 (C). 

Introduisons l'ensemble G défini par 

G = {A aA 1 . . .ApOAJ, 1 | A; G PGL 3 (C), p G N}. 

Remarquons que G est un groupe qui contient a et sur lequel PGL 3 (C) agit par conjugaison. 

Notons que si D est un automorphisme diagonal, Le. D est du type (coco : P^i : 7*2) avec a(3y 
non nul, alors 

DcD 1 =D 2 c = cD 2 . 

Considérons un élément de G du type AcA [ DicD^ l D2CD2 1 où A (resp. D,) désigne un élé- 
ment de PGL 3 (C) (resp. un élément diagonal de PGL 3 (C)). On constate que 

AcA l D l cD- l D 2 cD- 1 = AoA- l D\D 2 2 

donc AoA~ l D\D 2 2 est dans G. Puisque PGL 3 (C) agit par conjugaison sur G, la transformation 
oA~ l DA appartient à G pour tout A dans PGL 3 (C) et tout D diagonal. Dit autrement si B est un 
automorphisme de P 2 (C) diagonalisable, oB est dans G; ce qui implique, puisque a est dans G, 
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que B est dans G. Maintenant soit C un élément quelconque de PGL^C). On peut écrire C sous 
la forme NTN~ l où T est triangulaire. Pour tout automorphisme D de P 2 (C) on a 

C = NTN~ l =NTN- l NDN- l ND- l N~ l = (N(TD)N^ l )(ND- l N^ 1 ). 

En choisissant D diagonal convenable, on constate que C s'écrit comme produit de matrices 
diagonalisables, et donc est dans G. 

Finalement a et PGL^C) sont dans G; on conclut en appliquant le théorème de Nœther. 

□ 



CHAPITRE 6 



EXPÉRIENCES (ORBITES ET ENSEMBLES DE TYPE 

JULIA) 



Ce Chapitre est disponible sur 
http://perso.univ-rennesl.fr/dominique.cerveau/ et 
http://people.math.jussieu.fr/~deserti/publications. 



CHAPTER 7 



TRANSFORMATIONS BIRATIONNELLES DE DEGRÉ 3 



Il s'agit dans ce chapitre d'établir la classification g.d. des transformations cubiques. Alors 
que dans le cas quadratique on distingue trois orbites de degré 2 pur, ici il y a une infinité 
d'orbites. L'espace quotient est en fait de dimension 2. 

7.1. Généralités 

Commençons par un énoncé élémentaire valable en tout degré. 

Lemme 7.1. — Soit fi un élément du groupe de CREMONA; on a l'inclusion: Ind / C Exc /. 

Démonstration. — D'après la Proposition 1.4 il suffit de vérifier que si m est d'indétermination 
pour / = (/o : fi : fz) alors det(jac /( m )) = 0. On travaille dans C 3 ; soit m dans Ind / alors 

fo(m) = fi (m) = f 2 (m) = 0. 

Comme les hypersurfaces d'équation fi = sont invariantes par le champ radial 

3 3 3 

E =X rr hXl^r hX 2 T— 

OXo OX\ OX2 

il existe des coordonnées locales (u, v, w) en m telles que E soit le champ ^ et les hypersurfaces 
d'équation fi = soient données par gi(u,v) = les g; étant holomorphes: 




Localement s'écrit donc Uigi(u,v), avec t/,- holomorphes, et ceci implique que det(jac fi m \) = 0. 

□ 
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Si / est une transformation birationnelle purement cubique, det(jac /) est un polynôme 
homogène de degré 6 dont les zéros sont contractés par /. Il est immédiat de constater que les 
composantes irréductibles de det(jac /) sont toutes de degré inférieur ou égal à 2. En effet si la 
courbe irréductible C d'équation P = est contractée par exemple sur (0:0:1) alors les deux 
premières composantes /o et f\ de / sont divisibles par P; par suite degP < 3. Si degP = 3 
les composantes fo et f\ sont C-colinéaires, ceci conduisant à la dégénérescence de /; on en 
déduit que les courbes contractées par / forment un arrangement de droites et de coniques. 
Nous verrons que seules les configurations suivantes peuvent arriver: 




{1} {2} {3} {4} {5} 




Avant de justifier ceci mentionnons le fait suivant qui s'avère important. 

Fait. Soit f une transformation de CREMONA. Puisque Ind / C Exc / la restriction de 
l'application f à P 2 (C) \ Exc / est bien définie et holomorphe sur P (C) \Exc /. Comme 
il en est de même pour f~ l on en déduit que f induit un biholomorphisme de P 2 (C) \ Exc / 
sur P 2 (C)\ Exc f~\ 

Soit r = Ti U . . . U r„ une courbe plane dont les composantes irréductibles sont de de- 
gré d{. On note £ = P 2 (C) \T le complément de F. Le premier groupe d'homologie H l (T,,Z) 
s'identifie au groupe Z n /(di,...,d n ); lorsque la courbe F est à singularités ordinaires le groupe 
fondamental 71 1 (£, *) est abélien encore égal àZ n /(di,..., d n ) (théorème de Deligne-Fulton, 
voir [Del81]). 

Une conséquence immédiate est la suivante valable en tout degré. 

Proposition 7.2. — Soit f un élément du groupe de CREMONA. Les ensembles Exc / et 
Exc f~ l ont le même nombre de composantes irréductibles. 
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Remarque 7.3. — On note Inv l'application qui à une transformation birationnelle associe 
son inverse: Inv(/) = f~ l . L'involution Inv respecte la "filtration" par le degré 

deg(Inv(/)) =deg/. 

En effet, soient © et ©' deux droites génériques de P 2 (C); puisque 

/*,/*: H 1 ' 1 (P 2 (C))^H 1 ' 1 (P 2 (C)) 

sont auto-adjointes on a 

deg/ = deg(/*©) = (/*©)©' = © (/*©') = deg(/*©') =deg/- 1 . 

7.2. "Classification" des transformations birationnelles cubiques 

La classification repose en grande partie sur la description de l'ensemble des courbes con- 
tractées. 

7.2.1. Le lieu exceptionnel contient une conique. — 

Comme on l'a dit nous allons examiner au cas par cas les différentes configurations de ces 
arrangements de droites et coniques. Dans ce qui suit on dira qu'une conique est réduite si 
elle est ou bien lisse, ou bien constituée de deux droites distinctes. Lorsque la conique C est 
constituée de deux droites ©i et ©2 distinctes nous dirons que C est contractée si les deux 
droites ©1 et ©2 le sont sur un même point. Modulo cette convention on a le: 

Lemme 7.4. — Un élément/ de Bù-3 ne peut pas contracter deux coniques réduites distinctes. 

Démonstration. — Soit / une transformation birationnelle purement cubique contractant les 
deux coniques Q\ = et Q2 = 0. Remarquons que si les deux coniques ont une branche 
commune alors / contracte trois droites sur un même point ce qui est impossible. Notons 
que / ne peut contracter <2i = et Q2 = sur un même point. On se ramène donc au cas où 
Qi = est contracté sur (1 : : 0) et Q2 = sur (0 : 1 : 0); on constate alors que la troisième 
composante de / est divisible par le produit Q\ Q2 ce qui est absurde. □ 

Il en résulte que Exc / est une courbe de degré 6 constituée de droites et d'au plus une 
conique réduite. 

Dans le même ordre d'idée on a le: 

Lemme 7.5. — Soit f une transformation birationnelle purement cubique; le lieu exception- 
nel de f ne peut être réduit à une conique lisse. 

Démonstration. — Raisonnons par l'absurde: supposons que Exc / soit réduit à une conique C 
d'équation P = 0. À conjugaison près on peut supposer que C est contractée par / sur (1 : : 0) . 
Il s'en suit que / est de la forme (fo : i\P : I2P), les lj désignant des formes linéaires néces- 
sairement indépendantes. À conjugaison g.d. près on peut supposer que i\ = xq et l%=x\. La 
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transformation / étant birationnelle la Proposition 1 .4 assure que 

det(jac/ )=P -^05—5 ^15— 5— + 3— Uôâ— +^15— + p 

\ OX() 0x2 0x1 0x2 0x2 \ oxo 0x1 

est divisible par P 3 . Par ailleurs on a d'après l'identité d'EULER 

\ dx 2 dX2 

On en déduit que /o est divisible par P; la transformation / est alors de degré inférieur à 3. □ 

o 

Lemme 7.6. — Soit f dans Bir3 contractant une conique lisse C ■ Supposons que f contracte 
deux droites ©1 et ©2 (au moins); alors ©1 n ©2 appartient à C. 

En particulier si f contracte ©1, ©#, toutes ces droites sont concourantes avec point 
d'intersection sur C. 

Démonstration. — On peut se ramener à ©1 : (xo = 0), ©2 : (*i = 0). On peut aussi supposer 
que C : (P = 0) est contractée sur (1 : : 0), ©1 sur (0 : 1 : 0); ces conditions étant satisfaites 
la transformation / est du type suivant (xoq ■ (P ■ xoP) avec q forme quadratique et t forme 
linéaire. La droite © 2 est alors contractée, à conjugaison près, sur (0 : : 1) ou bien sur 
(A : B : 0). Si ©2 est contractée sur (A : B : 0), alors P est divisible par x\ ce qui contredit 
l'irréductibilité. Ainsi ©2 est contractée sur (0 : : 1) et / = {xqX\£ : x\P : xqP). On pose 

£ := oxq + bx\ + CX2, P := OCXq + |3x| + pc^ + 8x0X1 + 8X0X2 + ytxyx^ 

et on veut montrer que ©1 n ©2 appartient à C, Le. que y= 0. 

On va utiliser la birationnalité de / que l'on écrit dans la carte affine X2 = 1 

-, s / xi (oxo + bx\ + c) xi 

J(x ,xi) — — 9 1 p 2 1 — Ts ; ; — ' — 

Vcxxo + pxf + y+ox xi +8xo+/xïi x 0/ 

On doit exprimer les conditions sur les coefficients pour que /(xo,xi) = (u,v) ait générique- 
ment une seule solution. On obtient xi = vxo et 

(7.2. 1) vxo (axo + bvxQ + c) = u(ax^ + Pv 2 Xq + y + ôvxq + exo + hvxq) . 

On remarque que si le discriminant de l'équation (7.2.1) est identiquement nul et y / 
alors a = b = c = 0, cas exclu. Donc pour que cette équation quadratique en xo ait générique- 
ment une unique solution il faut que le trinôme ci-dessus possède une racine xo = t] indépen- 
dante de (u,v). C'est le cas par exemple si y = (r\ = 0). Une autre possibilité immédiate est 

a = è = a = P = ô = 0; 

mais dans ce cas on vérifie que P est divisible par X2 ce qui contredit le fait que C soit irré- 
ductible. 

Supposons que xq = r\ 7^ soit solution de (7.2.1). On peut voir 

r| 2 (av + bv 2 - m (oc + pV + 8v)) + T|(vc - ue - fjvu) -uy=0 
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comme un polynôme en u, v identiquement nul; on obtient 

è = [3 = 0, ^=-^8, c = —r\a, y=-r| 2 oc-r|£ 

de sorte que 

/= (axoxi :xi(oc(xo + rpc 2 )+£X2 + 8xi) : x (a(x + rpc2) +ex 2 + 8xi)) 

qui s'avère alors quadratique. 

Finalement seule la solution y = convient. □ 

Remarques 7.7. — 

- Soit / une transformation rationnelle purement cubique. La preuve ci-dessus montre que 
si / contracte une conique lisse et deux droites qui se coupent sur la conique, alors / est 
birationnelle; de plus on dispose de la forme normale 

(x xiL 3 :xi(x Li +xiL 2 ) :xq(xqL 1 +x l L 2 )), 

les Li désignant des formes linéaires (satisfaisant des conditions génériques évidentes). 

- Soit / une transformation birationnelle purement cubique donnée par la forme normale 
ci-dessus. On peut voir que, génériquement sur /, il y a deux autres droites contractées 
nécessairement du type x\ = x\xq. Pour celà on évalue / dans la carte affine x 2 = 1; sur la 
droite x\ = t\xq on a en reprenant les notations de la démonstration du Lemme 7.6 

,, \ / x\{a + bx\)xQ + x\c 

f ^ Xo) = ( v («+pT l2+ 5n)xo + s + ^ ' 11Xo 

On cherche alors les r\ pour lesquels la première composante est une constante en xo, Le. 
les r] pour lesquels 



a + bx\ c 
oc + [3r| 2 + 8r| e + fjr\ 



(b/j - c$)r\ 2 + (a/u + be- cb)r\ + (ae - ca) 
est nul; génériquement il y a deux solutions. 



Proposition 7.8. — Soit f une transformation birationnelle purement cubique qui contracte 
une conique lisse; f a alors au plus 5 points d'indétermination distincts. 

Démonstration. — Si / contracte une conique C , alors Exc / n'est pas réduit à C (Lemme 7.5) 
et les autres courbes contractées par / sont nécessairement des droites (Lemme 7.4). Désignons 
par ©i, ©jt les droites contractées par /; puisque det(jac /) est de degré 6, l'entier k 
est majoré par 4. De sorte que Exc / a au plus 5 composantes et d'après la Proposition 7.2 
l'ensemble Exc f~ l aussi. Mais les courbes exceptionnelles de f^ 1 sont contractées sur les 
points d'indétermination de /. □ 



D'après les Lemmes 7.4 et 7.5 une transformation birationnelle cubique qui contracte une 
conique lisse contracte au moins une droite. On a l'énoncé de forme normale suivant. 
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Lemme 7.9. — Soit f une transformation birationnelle purement cubique qui contracte une 
conique lisse (et donc au moins une droite). Il existe a, b dans C etLi, L 2 , L3 trois formes 
linéaires tels qu 'on ait à conjugaison gauche-droite près 

f = (x\ (ax + bx\ )L 3 :xq{xqL\+x\Lq) : xi(x Li +x\_L 2 )). 

Démonstration. — Notons /o, f\ et f 2 les composantes de /. Soit P = l'équation de la 
conique lisse C que l'on peut supposer être contractée sur (1 : : 0). On en déduit que l'existence 
de deux formes linéaires indépendantes ai et (X2 telles que / = (/o : CX\P : (X 2 P). Soit i\ = 
l'équation d'une droite T>\ contractée par /. Si Œ>\ était contractée sur le point (1 : : 0), les 
formes linéaires a,- seraient multiples et / serait dégénérée; on peut donc supposer, à conjugai- 
son g.d. près, que ©1 est contractée sur le point (0 : 1 : 0). Il s'en suit que 0C2 coïncide, à multi- 
plication par un scalaire près, avec i\ et qu'il existe une forme quadratique q telle que /o = a 2 q 

f=(a 2 q:aiP:a 2 P). 

Comme ai et a2 sont indépendantes / s'écrit à conjugaison g.d. près [x\q : xqP : x\P), 
soit (p>|j) dans la carte affine x 2 = 1. La transformation / est birationnelle si pour tous 
Ç, fi le système 

r q-Q>=0 
\ x -jJX\ = 

a une unique solution en dehors des points d'indétermination. Dit autrement tout élément 
du pinceau de coniques défini par q — ÇP = doit couper les éléments du pinceau de droi- 
tes ^0 — juxi = en un unique point en dehors de Ind /. Puisque génériquement une droite 
coupe une conique en deux points chaque conique du pinceau q — C,P = passe par (0, 0) , Le. q 
et P s'annulent en (0,0); ainsi / est du type 

(xi(x £i +xi^ 2 ) : xq{xqL\ +xiL 2 ) : x\{xqL\ +x\L 2 )). 

Le pinceau défini par r](xo^i +xi^2) + v(xqL\ +X1L2) = contient une conique dégénérée; C 
étant lisse, cette dégénérescence n'a pas lieu lorsque r\ est nul et il existe V tel que 

xo^i +x\£ 2 + v(xqL\ +x\L 2 ) = (axQ + bx\)LT,. 

Il en résulte qu'à conjugaison g.d. près / est de la forme 

(xi (axo + bx\ )L 3 :xq{xoL\+x\L 2 ) : x\(xqL\ + x\L 2 )) . 

□ 

Ce Lemme s'avère utile pour établir la: 

Proposition 7.10. — Soit f un élément de Bir^. Supposons que Exc / soit constitué d'une 
seule droite et d'une conique lisse. À conjugaison gauche-droite près on a 

- lorsque la droite est tangente à la conique, f est de la forme 

(x (xo+xix 2 ) :x\ :xi(xo+xix 2 )) {8}; 
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- lorsque la droite n'est pas tangente à la conique, f est du type suivant 

(x\x2 : xo(xqX2 +x\) : x\ (x x 2 +x\)) {9}. 

La notation {k} signifie que l'ensemble exceptionnel de la transformation considérée présente 
la configuration {k} (voir Chapitre 7, §7.1). 

Démonstration. — D'après le Lemme 7.9 et sa démonstration la transformation / est, à con- 
jugaison g.d. près, du type (jq (axo + bx\ )L 3 : xq(xqLi +X1L2) : xi(xoL\ +X1L2)), la conique 
contractée étant définie par xqL\ +X1L2 = et la droite contractée par x\ = 0. Un calcul montre 
que 

det(jac/) = 3(xoL l +xiL 2 )xi(ax + bxi) ({xqLi +xiL 2 )^ - L 3 (^1 +^1^2) 

V 0x2 0x2 

Puisque det(jac /) s'annule uniquement sur les courbes contractées et que C est lisse, le coef- 
ficient a est nul. De plus 

Il r \ 3L 3 i 3(*o£i +xiL 2 ) 
(x Li +xiL 2 )^ L 3 ^ 

0x2 0x2 

est un multiple de x\{xqL\ +x\L2) q ^ le couple (p,q) appartenant à {(2,0), (1,1)}. Posons 

U := aiXQ + biX\+CiX2- 

Sip = 2, alors ou bien (a u a 2 ) = , fc3C|+l '^" qi ' ) , ou bien c x = a 3 = c 3 = 0. Dans 
le premier cas, c 3 est non nul et on peut supposer que L 3 = X2; on obtient pour modèle à 
conjugaison g.d. près 

(xjx 2 : x (xi +x x 2 ) : x\(x\ + x x 2 )). 
La configuration des courbes contractées est donnée par: 

x\+x$X2 = 



xi =0 



On constate que les points d'indétermination de / sont les points d'intersection de la droite x\ = 
avec la conique x\ +X0X2 = 0. 

La seconde éventualité conduit à conjugaison g.d. près à 

(xj : xqP : x\P), P = a\x\ + (b\ +a 2 )x xi +b 2 x\ + c 2 xix 2 ; 

à conjugaison g.d. près on obtient 

(x (xo+xix 2 ) :x\ :xi(xq+xix 2 )); 

la configuration des courbes contractées est alors donnée par: 
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xi+x\X2 = 



Xi =0 



Notons que l'unique point d'indétermination de / est le point de tangence entre la droi- 
te xi = et la conique x\ + X0X2 = 0. 

Lorsque q = 1, on note que c\ et c 2 sont nuls d'où le modèle suivant 

(xi(a 3 x + b 3 xi +C3X2) : xqP : x\P), P = a\x\ + {b\ + a 2 )x Q xi + b 2 x\ 

auquel cas C n'est pas lisse. □ 

Remarque 7.11. — 

- L'inverse de / = (xq(xq +x\X2) ■ x\ : x\{xq +x\x 2 )) est 

(xqX[X 2 : xixl : x\ -XqX\); 

on constate que Exc f~ l = {x\ = 0, X2 = 0}. Les lieux exceptionnels de / et f~ l "ne 
sont donc pas de même nature": / contracte une conique et une droite tangente à cette 
conique et f~ l deux droites. Ce phénomène n'arrive pas en degré deux où dans ce cas les 
configurations de Exc / et Exc f~ l sont linéairement les mêmes. Remarquons, comme 
l'indique l'énoncé 7.2, que les groupes fondamentaux des compléments des deux ensem- 
bles exceptionnels sont isomorphes. 

- L'inverse de / = {x\x 2 : xo(xqx 2 +x\) :x\ (xqx 2 +x\ )) est 

(xi(x2-x xi) :x 2 (x2-x xi) :xqx\); 

on remarque que Exc f~ l = {x 2 = 0, x\ —xqX\ = 0}, dit autrement / et f~ l contractent 
une conique et une droite non tangente à la conique. 

Remarque 7.12. — Soit / une transformation birationnelle purement cubique dont le lieu 
exceptionnel contient une conique réduite P = et au moins deux autres droites. Ces courbes 
ne peuvent pas être contractées sur 3 points distincts alignés. En effet à conjugaison g.d. près 
on peut supposer que Exc / = {xo = 0, x\ = 0, P = 0}. Raisonnons par l'absurde: supposons 
que P = 0, xo = 0, x\ = soient respectivement contractés sur les points (0 : : 1), (0 : 1 : 0) 
et (0 : 1 : 1). On constate que la première composante de / est divisible par xoxiP : ce qui n'est 
pas possible. 

Le lemme qui suit est l'argument fondamental de la classification des transformations bira- 
tionnelles cubiques. 

Lemme 7.13. — Soit f une transformation birationnelle purement cubique. On suppose que f 
contracte une conique réduite C et au moins deux droites distinctes. Alors f est, à conjugaison 
gauche-droite près, de l'un des types suivants 
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(a) (xo(otto + Pxi+yxoxi + 8x0x2 + 8x1x2) : x\ (oxq + P*i + 7*0*1 +8x0x2 + 8x1x2) 1x0x1x2); 

(b) (xo(axo + Pxi+yxoxi +ôxox2 + exiX2) :xi(axo + pxi+ 7x0x1 +8x0x2 + 8x1x2) :xoxi); 

(c) (xo(xo+xix 2 +7x0x2) :xi(xo+xix 2 +Yxox 2 ) : x xi (x -xj); 
(0) (xox2(xi + 7x0) :xiX2(xi + 7x0) :xoxi(xo-xi)). 

Tous ces modèles sont birationnels dès qu'ils sont purement cubiques. 

Démonstration. — Supposons que les deux droites contractées aient pour équation xq = 0, 
resp. x\ = et que C soit donnée par P = 0. On se ramène, grâce au Lemme 7.4 et à la 
Remarque 7.12, au cas où xo = 0, xi = et C sont contractées sur 

(0:1:0), (1:0:0) et (0:0:1) 

respectivement. Il existe alors une forme linéaire £ telle que / = (xqP : x\P : xqX\£). À conju- 
gaison près on peut supposer que £ est l'une des trois formes linéaires X2, xi — xq, x\ . Écrivons P 
sous la forme 

P = OXq + bx j + CX0X1 + û?XoX2 + £XiX2 + £X2 . 

Puisque / est purement cubique P n'est pas divisible par xq, resp. xi ; dans la carte affine x<) = 1 
la transformation / s'écrit 

x 2 



/(X1,X 2 )= Xi, 2 

\ ci + bx\ + cx\ + CIX2 + ex\X2 + £Xj , 

La birationnalité de / implique que les équations f(x\,X2) = (u,v) possèdent génériquement 
une seule solution; on démontre alors sans difficulté que £ = 0. Lorsque £ = X2 (resp. l = x\) 
on obtient la première (resp. deuxième) forme normale. Supposons que £ = x\ —xq. Observons 
que d et e ne peuvent pas être simultanément nuls; comme xq et x\ jouent un rôle symétrique 
on peut supposer que 

e = 1 et P = OXq + bXi + CX()Xl + û?X()X2 + X1X2 

À composition à droite près par (xq :x\ : X2 — (c — bd)xo — bx\) la transformation / s'écrit 

(x ((XXo +X1X2 + Yx x 2 ) : xi(ocxo +xix 2 +yxox 2 ) : xqx\{xq — x\)) . 

On note que a et 7 ne sont pas simultanément nuls. Si a est non nul on se ramène à la forme 
normale 

(x (xq +xix 2 +7x0X2) : x\ (xq +xix 2 +7x0^2) : xqx\ (x -xi)), (c) 
qui contracte la conique lisse x\ + X1X2 + 7x0X2 = et les droites 

Xo =0, X\ = 0, X\ = Xq, X\ = —7X0. 

Ces droites sont au nombre de quatre si 7 {0, 1}; de plus la droite xi = —7x0 est tangente à la 
conique lisse d'équation x\ +X1X2 +7x0X2 = 0. Lorsque a est nul, on obtient la forme normale 

(x x 2 (xi +7x0) : xix 2 (xi +7x0) : x xi(x -*i)), (3) 

qui contracte les cinq droites xq = 0, x\ = 0, x\ = xq, x\ + 7x0 = 0, X2 = 0. □ 
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Dans l'Appendice A on réduit le nombre de paramètres apparaissant dans les différents 
modèles du Lemme 7.13 à conjugaison g.d. près (§A.l). On compare ensuite les modèles pos- 
sédant la même configuration de courbes contractées; on constate en utilisant les configurations 
de Ind f^ 1 que certains sont g.d. conjugués, d'autres non (§A.2). Cette étude conduit à la: 

Proposition 7.14. — Soit f un élément de Èki,. On suppose que f contracte une conique 
réduite C et au moins deux droites distinctes. Alors f est, à conjugaison gauche-droite près, de 
l'une des formes suivantes 

1. (xq(xq+xi)(xi +x 2 ) :x\{xq+x\){x\ +x 2 ) :xqXix 2 ), {5}; 

2. (x (x +xi +x 2 )(x +xi) :x 1 (x + x 1 +x 2 )(xq+xi) :x xix 2 ), {5}; 

3. (x Q x 2 (xo+xi) :xiX2(x Q +xi) :xqx\), {5}; 

4. {x {xq +x\ + yx xi) : xi (x +x l + yx xi) : x xix 2 ), f + 4 > {6}; 

5. (x x 2 (xi +x ) :xix 2 (xi +x ) :x xi(x -xi)), {7}; 

6. (x (xq + x\ + yx xi + y + x x 2 + xix 2 ) : x\ (xq + x\ + yx xi + y + x x 2 + xix 2 ) : x xix 2 ) , 

^4, Y± = Ï±V^EÏ, { 7): 

7. (x (xj +x x 2 ) : xi (xj +x x 2 ) : xqx\x 2 ), {10}; 

8. (x (xi +x x 2 ) : xi (xj +x x 2 ) : xqx\), {10}; 

9. (x (xo+xix 2 ) :xi(xq + xix 2 ) :x Xi), {10}; 

10. (x()(xq+xix 2 +x x 2 ) :xi(xo+xix 2 +x x 2 ) :x xix 2 ), {11}; 

11. (x()(x xi +x x 2 + xix 2 ) :xi(x xi +x x 2 +xix 2 ) :x xix 2 ), {11}; 

12. (x (xq+xix 2 ) :xi(xq+xix 2 ) :x xi(x -xi)), {12}; 

13. (xo(xo+x xi +xix 2 ) :xi(xo+x xi +xix 2 ) :x xix 2 ), {12}; 

14. (xo(xj +yx xi +xix 2 +x x 2 ) :xi(xj +yx xi +xix 2 + x x 2 ) :x xix 2 ), Y0{O,1}, {13}; 

15. (x (xo+Xi +yxoxi +x x 2 ) :xi(xo+Xj +yx xi +x x 2 ) :x xix 2 ), y 2 /4, {14}; 

16. (x (xo+xix 2 +x x 2 ) :xi(xq+xix 2 +x x 2 ) :x()Xi(x -xi)), {14}; 

17. (x (xq +x\ + yx xi + ôx x 2 +xix 2 ) : x\ (xq +x 2 + yx xi + ôx x 2 + x\x 2 ) : x xix 2 ), 

f # 4,^{ï±v5Hï}, {15} 
Remarque 7.15. — Considérons la transformation / de la Proposition 7.14 définie par 



(x x 2 (xi +x ) :xix 2 (xi +x ) :x xi(x -xi)), {7}; 
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On vérifie que 

EXC / = {x 2 = 0, Xl = 0, Xq = 0, X\ +X() = 0, Xq =X\]\ 

Ind/ = {(0:1:0), (0:0:1), (1:0:0), (1:1:0)}. 

On constate en particulier que le nombre de points d'indétermination diffère du nombre de 
courbes contractées ce qui n'arrive pas en degré 2; la raison est la suivante: les droites X2 = 
et xi +xq = sont contractées sur un même point, le point (0 : : 1). 

Puisque / est une involution, son inverse présente la même configuration. En éclatant le 
point (0 : : 1 ) on constate que le diviseur exceptionnel est envoyé sur X2 = et sur ce diviseur 
exceptionnel il y a encore un point d'indétermination qui lui est envoyé sur xq +x\ = 0. 

Le degré 3 est le premier degré où l'on constate ce phénomène: un point d'indétermination 
est éclaté sur plusieurs courbes. 

Mentionnons un autre élément / du groupe de CREMONA pour lequel un point d'indétermination 
est éclaté sur plusieurs courbes et pour lequel le comportement de /~ 1 diffère de celui de / (voir 
[BKT+08]) 

n 

({xqxi -xl) n x 2 :xq~ 1 (xi -x Q ) n+l (xo+x 2 ) +x 2 £ ajfoxi -Xq)"~ j (x 2 -xoX\ -x\x 2 y : 

7=0 

X 2 (X0X\ - Xq)"~ ] (x 2 - XQX! -XlX 2 )). 

Cette transformation a quatre courbes exceptionnelles 

X() = , xo=x u * 2 = 0, -x 2 2 +x x l +x 1 x 2 =0; 

les trois premières sont contractées sur le point (0:1:0). Les composantes de f~ 1 sont données 
par 

XqX 2 Y,ajX n Q ~ i x i 2 -xl~ 1 (xQ+x{) , 
\7=o / 

(x +x 2 ) Y/ a j x Q~ J ix 2~ x _1 À~ *0 -1 ( x 0+ Xl) , 
\7=0 / 

Xq~ 1 x 2 Xq~ 1 (xI +x xi +xix 2 ) - (x +x 2 ) Y, a j XQ~ j x J 2 ; 

V 7=0 / 

son ensemble exceptionnel est formé de 

n n 
x = 0, x 2 =0, Xq+x^'x! - Y^ a j x T' x 2 = x o +1 _ (- ï o+X2)(xo+x^ 1 x 1 - ^OyX^'x^) =0 

7=0 " 7=0 

Les deux premières courbes sont contractées sur (0 : 1 : 0) , la troisième sur (0 : : 1 ) et la 
dernière sur (1 : 1 : 0). 

7.2.2. Le lieu exceptionnel ne contient pas de conique. — 



Nous continuons la classification en étudiant les transformations cubiques dont l'ensemble 
exceptionnel est un arrangement de droites. 
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7.2.2.1. Le lieu exceptionnel est réduit à une droite. — 

Soit / une transformation birationnelle qui contracte exactement une droite que l'on sup- 
posera être X2 = 0. On a 

H 1 (P 2 (C)\{x 2 =0},Z) =H 1 (P 2 (C)\Exc/- 1 ,Z) =0 

ce qui implique que Exc f~ l est aussi une droite. À conjugaison g.d. près on se ramène à 

Exc/ = Exc/" 1 ={x 2 = 0} 

de sorte que / induit un automorphisme polynomial de degré 3 dans la carte C 2 = (jc2 = 1 ) . 

Proposition 7.16. — Soit f une transformation birationnelle purement cubique contractant 
exactement une droite; f est gauche-droite conjuguée à la transformation 

{xqx^-\-x^ '. XjX 2 '^2)' 

En particulier ces transformations forment une seule orbite sous l'action gauche-droite. 

La démonstration de cette proposition utilise le: 

Lemme 7.17 ([MM80]). — Soitf un germe de fonction holomorphe à l'origine de C"; écrivons 
f sous la forme f" 1 . ..fp. On suppose que les f sont irréductibles et que les sont pre- 
miers entre eux, i.e. f n'est pas une puissance. Soit g un germe de fonction holomorphe 
satisfaisant df f\dg = 0. Il existe un germe de fonction holomorphe £ à l'origine de C telle 
queg= io f. 

Remarque 7.18. — Si / et g sont de plus des polynômes homogènes, sous les hypothèses du 
Lemme 7. 17 on obtient g = ef avec £ dans C et s dans N. 

Démonstration de la Proposition 7.16. — D'après ce qui précède on peut supposer que / in- 
duit un automorphisme polynomial dans la carte x 2 = 1 . On écrit / sous la forme 

/ = {P, Q) = + +P2 + Ps,Qo + Q1 + Q2 + 03) 

les Pi et Qi appartenant à C[jco,jci];. À conjugaison g.d. près on peut supposer que Pq = <2o = 
et que Pj est non identiquement nul. Comme / est un automorphisme polynomial, il existe un 
complexe non nul r\ tel que dP A dQ = Tjdxo A cLq . Si P3 n'est pas une puissance le Lemme 7. 17 
assure que Q3 = r\Py, à conjugaison g.d. près, on se ramène à Q3 = puis à Q\ = (? 2 = ce qui 
est impossible. De sorte que Pj est une puissance et la seule possibilité à conjugaison linéaire 
près est P3 = x\ ; on peut ici encore se ramener à Q3 = et (? 2 = ex 2 . 

Si £ est nul, / s'écrit (P\ +P2 +x\,Q\) et nécessairement Q\ = px\ ce qui fait qu'à conju- 
gaison g.d. près on se ramène à {xq +x\,x\). 

Reste à s'assurer que £ = 0; si ce n'est pas le cas on peut supposer que £ vaut 1. Toujours en 
exploitant dP A dQ = r]dxo A dxi , il vient d.P 2 A dx\ + dr^ A dQ\ = qui conduit à 

d(2P 2 -3xigi) Adxi =0 
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de sorte que P 2 = ^Sà. _|_ À conjugaison g.d. près / est du type 

avec la condition (3<2 2 /4 — 2P 1 x 1 ) Adxi =0; celle-ci implique que Q\ est divisible par x\ et 
empêche que / soit un automorphisme. □ 

7.2.2.2. Le lieu exceptionnel est constitué de deux droites. — 

Soit / un élément de Bir3 qui contracte exactement deux droites. Comme Exc / a deux 
composantes, il en est de même pour Exc f~ l . Les arguments topologiques précédents nous 
indiquent que Exc f~ l est constitué soit de deux droites distinctes, soit d'une conique lisse et 
d'une droite tangente à la conique. Rappelons que le complément de ces deux types de courbes 
dans P 2 (C) sont biholomorphes. Quoiqu'il en soit on peut supposer, à conjugaison g.d. près, 
que Exc / = {xq = 0, X2 = 0} et que Exc f^ 1 est de l'un des deux types suivants 

- Exc f~ l = {xq = 0, X2 = 0}; 

- EXC f~ l = {X2 = 0, x\ — XqX2 = 0}. 

Traitons la première possibilité; / induit un biholomorphisme de C 2 \ {xq = 0} dans lui- 
même. Si on écrit / = (/o,/i ) dans cette carte, on note que fo et f\ n'ont pas de pôle en dehors 
de xq = et que fo n'y a pas de zéro. Par suite il existe p, q dans Z et g\ dans C[xo,xi] tels que 

/o(*o,*i) =Xq, /i(*o,*i) =xlgi(x ,x 1 ). 

Mais le déterminant jacobien de / est px^ l ^(xo,xi); comme / est un automorphisme de 
C 2 \ {xq = 0}, on a jjj^(xo,xi) = oxq. Ainsi à conjugaison linéaire près 

/ = {4,x" +q x 1 +4v(*o)), ¥ G C[x ]. 

Visiblement p vaut ±1 ; il nous reste à lister q, n + q et \|/ pour lesquels ce type de transforma- 
tions est de degré 3 exactement. On obtient, à conjugaison g.d. près, les modèles suivants 

(xox 2 :x 2 x i: x3), (xoxl-.xl+xox^-.xl), 
(xqX 2 : Xq + x\ + x xix 2 : x x|) , (xqX 2 : x 2 } xi + x\ : xoXj) . 

Considérons pour finir la seconde éventualité: Exc f~ l = {x\ = 0, x\ — xox 2 = 0}. La Propo- 
sition 7.10 donne la description de f~ l 

(x\ :xo(o(Xq + Px()Xi +yx 2 + ôxix 2 ) : xi((XXq + [koxi +"pc\ + §xix 2 )) 

soit à conjugaison g.d. près (xo(xq +xix 2 ) : x\ : x\ (xq +xix 2 )); l'inverse de cette transformation 
est donné par (xoXix 2 : x\x\ : x\ — XqXi). 
Il s'en suit la: 

Proposition 7.19. — Soit f une transformation birationnelle purement cubique qui contracte 
exactement deux droites ({2}). Alors f est à conjugaison gauche-droite près de l'une des 
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formes suivantes 

2 2 3 23 3 233 2 

(xqx 2 : XqX\ : x 2 ); (x x 2 : x +x xix 2 : x 2 ); (x x 2 : x () +x 2 +x xix 2 : xox 2 ); 

(xgX 2 : XqXi +x 2 : xox 2 ); (xoxix 2 : xix 2 : x 2 — x xi). 

7.2.2.3. Le lieu exceptionnel est constitué de trois droites. — 

On procède plus ou moins comme précédemment. Soit / un élément de BÙ3 qui contracte 
exactement trois droites. Ces trois droites sont 

- ou bien concourantes; 

- ou bien en position générale. 

Nous allons traiter ces deux éventualités l'une après l'autre. 

- Supposons que Exc / soit constitué de trois droites concourantes. Comme Exc / et 
Exc/ -1 ont même nombre de composantes et ont leurs compléments difféomorphes, 
on a les deux possibilités suivantes 

• Exc f~ l est formé d'une conique lisse et de deux droites réalisant la configura- 
tion {11}. En inversant les modèles réalisant cette configuration (10. et 11. dans la 
Proposition 7.14) on constate que cette situation n'arrive pas. 

• Exc y -1 est formé de trois droites qui sont nécessairement concourantes. Dans ce 
cas on peut supposer, à conjugaison g.d. près, que Exc / = Exc f~ l . 

Proposition 7.20. — Soit f un élément de Bir 3 dont le lieu exceptionnel est con- 
stitué de trois droites concourantes ({4} ). Alors, à conjugaison gauche-droite près, 
f est de l'un des types suivants 

(xq :xqXi : (x - xi)xix 2 ); (xo(x -xi) :x xi(x -xi) :x xix 2 +Xi). 

Dans ies deux cas les ensembles Exc /~ 1 sont aussi formés de trois droites con- 
courantes. 

Démonstration. — D'après ce qui précède il suffit d'examiner le cas où 

Exc / = Exc f~ l = {xoXi(xo — xi) = 0}. 

Sous cette hypothèse / respecte la fibration x\/xq = cte. En effet considérons une 
droite x\ = [3xo avec P {0, 1,°°}; introduisons l'application holomorphe 

V : C -» C 2 \ {x xi (x - xi ) = 0} C P 2 (C) \ jxoxi (x — jci) = 0} 

définie par t [é ,$e'). Comme / est par hypothèse un automorphisme de P 2 (C) \ 
{xoXi(xo — x\) =0}, l'application cp = /o\|/ est une application holomorphe de 
C à valeurs dans P 2 (C) \ {xoxi (xo — x\ ) =0} ~ C \ {0, 1} x C. Une application 
directe du théorème de PICARD dit que (p est à valeurs dans une droite x\ = (3'xo 
et ceci pour tout [3; d'où l'affirmation. Par conséquent / s'écrit en coordonnées 
homogènes 

/ = ((cxq +dx\)Q : (qxq + bx\)Q : C), ad — bc ^ 0, 
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avec Q quadratique et C cubique. Comme Q est contracté par / on peut supposer 
que Q = xqI où £ est l'une des formes linéaires xq ou xq — x\ . Finalement à conju- 
gaison g.d. près on se ramène à 

f = (xl£:x Q x { £:C), degC = 3. 

Mais le calcul explicite de det(jac /) conduit à 

C = x 2 Ci (x ,xi)+C 2 (x ,xi). 

En écrivant que x\ = est contractée on constate que C\ (xo, 0) = et 

/ = (xq£ : xqXi£ : x\x 2 L(xq,x 2 ) +C 2 (x Q ,x l )) 

avec L linéaire et £ = xq ou £ = xq — x\ . Un tel / contracte effectivement les 
droites xq = et x\ = 0. 

Maintenant si £ = xq, la droite xo = x\ sera contractée si et seulement si L{xq,xq) = 
0. A conjugaison g.d. près on aura 

/ = (xq : XqXi : (x - x x )x\x 2 + C 2 (x ,xi )) , deg C 2 = 3 

qui définit bien une transformation birationnelle cubique contractant exactement 
trois droites. On se ramène alors à conjugaison g.d. près au premier modèle an- 
noncé 

(xq : XqX\ : (xo -xi)xix 2 ). 
Lorsque £ = xq — x\ l'application / est du type 

/ = (xq (x - xi ) : x xi (x -x\): x\x 2 L{xq ,x\ ) + C 2 (x ,xi ) ) . 

Pour que la droite x\ = soit contractée il faut que L = cte xq, la constante pouvant 
être supposée égale à 1. On se ramène alors par conjugaison gauche-droite à 

/ = (xq (xq -xi) : xqxi (x - x x ) : x xix 2 + x\ ) . 

Les transformations 

(xq :xqXi : (x -x\)x\x 2 ) 

et 

(xq (xq - x\ ) : xqx\ (xq -x x ): (xq -x\)x\x 2 +x\) 

ne sont pas g.d. conjuguées: contrairement à la seconde la première contracte une 
droite avec multiplicité 4. □ 

- Supposons que Exc / soit formé de trois droites en position générale. Il y a deux possi- 
bilités suivant que Exc f~ l contienne ou non une conique lisse. 

Lorsque Exc f~ l contient une conique lisse Exc f~ l contient aussi deux droites; on 
est donc dans l'une des configurations {10} ou {11} 
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{10} {11} 

Le complément de la configuration {10} dans P 2 (C) est difféomorphe au complément 
de trois droites en position générale. Un calcul explicite montre que les trois modèles 
/ de la Proposition 7.14 présentant la configuration {10} satisfont: Exc f~ l est l'union 
de trois droites en position générale (configuration {3}). Pour ce qui est de la possibilité 
{11} ou bien on remarque que le complément de {11} n'est pas difféomorphe au com- 
plément de {3} (les groupes fondamentaux sont différents), ou bien on inverse les deux 
modèles / de la Proposition 7.14 présentant la configuration {11} pour constater que 
Exc f~ l est encore de type {11}. Cette dernière situation est donc à exclure. 

Proposition 7.21. — Soit f un élément de Èir^ qui contracte trois droites en position 
générale ({3} ). Si Exc f^ 1 contient une conique lisse, il contient deux droites dont l'une 
est tangente à la conique; de plus f est à conjugaison gauche-droite près de l'une des 
formes suivantes 

(xq(xi -x 2 ) :xqxi(x\ -xi) :x\x 2 ); {x\x 2 : xqx\x 2 : xqx\ — x\x 2 ); 

(xqX\x 2 : x\x 2 : x (x 2 l - x x 2 )). 

Le cas restant est celui où Exc /~ 1 est lui aussi formé de trois droites en position 
générale. À conjugaison gauche-droite près nous pouvons supposer que 

Exc / = Exc f~ l = {xoX\x 2 = 0}. 

Dans la carte affine C 2 = (x 2 = 1 ) la transformation / induit un automorphisme du com- 



P 9 
r s 



G GL 2 (Z). 



plément de xoxi = 0. On en déduit que / s'écrit (xqx\,Xqx\) avec 
Lorsque l'on homogénéise / on trouve une expression du type 

/JO ÎO/0 . Jl «1/1 . J2J2/Î\ 
\-^-Q - v | A 2 • Aq a i A 2 • Aq Aj^ A2 j 

où les sommes pi + qi + r, valent 3 et les produits popip 2 , qo1il2, >W2 sont nuls. Le 
déterminant jacobien de / vaut, à multiplication près par une constante, 

JEttM-ŒïO-iJE'ï)-!. 

Aq A 2 ' 

puisque Exc / est constitué de trois droites il faut que 

I>>i, !>>i, !>>i. 
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Comme la transformation/ s'écrit (xq P2 xf qi ,x^ P2 xf qi ) dans la carte affine X2 = 1 , 
on a de plus 



det 



PO ~ P2 qo ~ <?2 

pi -P2 qi - qi j 

L'examen de toutes les éventualités nous conduit à la: 



±1. 



Proposition 7.22. — Soitf une transformation birationnelle purement cubique telle que 
les lieux exceptionnels defetf^ 1 soient formés de trois droites en position générale ({3} ). 
Alors f est, à conjugaison gauche-droite près, du type suivant 

(xq :x\x 2 :xqX\x 2 ). 
7.2.2.4. Le lieu exceptionnel est formé de quatre droites ou plus. — 

Lemme 7.23. — Soit f un élément de Bir 3 . On suppose qu'à conjugaison gauche-droite 
près f contracte les droites xq = 0, x\ = etx 2 = sur trois points distincts p\, p 2 et p^,\ on 
suppose en outre que f contracte une quatrième droite £ = 0. Alors les pi ne sont pas alignés. 

Démonstration. — Supposons que / contracte xq = 0, x\ = 0, x 2 = sur (1 : : 0), resp. 
(1:0:1), resp. (0 : : 1). Il existe go et q 2 dans C[xo,xi ,x 2 ] 2 tels que 

/ = {x 2 qo : XQX\x 2 : x q 2 ) avec x 2 qo(x ,0,x 2 ) = xoq 2 (x Q ,0,x 2 ). 

La droite £ = est contractée sur un point p qui ne peut être aligné avec les trois précédents 
(sinon x$x\x 2 serait divisible par £). Par suite on peut supposer que p = (0 : 1 : 0); la trans- 
formation / est donc de la forme (x 2 ££q ■ xqX\x 2 : xq££ 2 ), les étant linéaires. Mais en se 
souvenant que x\ = est contractée sur (1 : : 1), on constate que £q et £ 2 sont du type suivant 

£ = ox + $xi, £ 2 = ox 2 +yxi, oc^y/O. 

On se ramène alors par homothétie àoc = P = y= let 

/ = (x 2 (xo + xi)(Ax + Bxi +Cx 2 ) : x xix 2 : x (xi +x 2 )(Ax + Bxi +Cx 2 )) 

qui dans la carte affine x\ = 1 s'écrit 

^-!- (Ax + B + Cx 2 ), ^±1 (Ax () + B + Cx 2 ) 

Xq X 2 

En composant par \|/ = ^^zr, âJ^t) on orj tient 

f f A C \ (A C 
fovf= x T +B + ,x 2 -+B + 



,xo — 1 x 2 - 1 / \x - 1 x 2 - 1 

qui est injective en même temps que 

, A C \ x 2 

*o t+B' 1 - 



v X - 1 12-1/ -Ï0, 

Si cette dernière application est injective génériquement alors A = C = ce qui implique que / 
est quadratique: contradiction. □ 

Avec les mêmes techniques on en déduit la: 
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Proposition 7.24. — Une transformation birationnelle purement cubique f ne peut pas con- 
tracter quatre droites en position générale. 

Démonstration. — Raisonnons par l'absurde: supposons que / contracte les droites 

xo = 0, x\=0, X2 = et X2=xq+x\ 

sur po, pi, p2 et pj respectivement. 

Si les pi sont distincts, on peut se ramener, d'après le Lemme 7.23, au cas où 

po = (1:0:0), pi = (0:1:0), p 2 = (0:0:1), p 3 = (1 : 1 : !)■ 
Un calcul direct montre que / est du type suivant 

(xix 2 (fl(x +xi -X2)+X2-xi): XQX2(b(xo+x\ -x 2 ) + x 2 -x ) : xqx\(c(xq+x\ -x 2 ) + x 2 )). 

On remarque que si l'une des conditions a = l,è=l,c = 0est satisfaite alors / est quadra- 
tique. En carte affine X2 = 1, la transformation / s'écrit 

/ a(xo +x\ — 1) + 1 — x\ b(x,Q+x\ - 1) + 1 -x Q \ 
\x (c(x +xi - 1) + 1) ' xi(c(x +xi - 1) + 1) / ' 

On doit exprimer l'injectivité de /; pour celà on regarde les équations / = (u,v) qui con- 
duisent à 

fl(x +Xl - 1) + 1 -X\ = UXq(c(xq +X\ - 1) + 1), 

b(xo+xi - 1) + 1 -x Q = vxi(c(xo +x\ - 1) + 1). 
Après élimination on obtient que 

cuXq + (w(l — c) — a)xç, + (a — 1) 
ucxq + 1 — a 

et 

(7.2.2) c 2 u(v — u)xq + c(u 2 c 2 + 2u(a — 1) — av + uv(2 — a — c))xq 

+ {a{2 - a - b) +b - \ + u{2c - b){\ - a) - v(a 2 + c + a - ac) + uv{a - \)(c - \))xa 
+ (a-l) 2 (l-v)=0. 

Pour qu'il n'y ait qu'une solution générique, cette équation doit se factoriser de la façon 
suivante 

(x Q -x {u,v))(x Q -rji)(xo - ri2)(x -ri 3 ) = 

les rj, étant des constantes. Soit xo = r\ une solution de (7.2.2) indépendante de u, v. Le coef- 
ficient de u 2 est r\ 2 c 2 (c — 1); comme c est non nul, r\ 2 c 2 (c — 1) = si et seulement si c = 1 
ou T] = 0. Si T] / 0, alors c = 1 et on constate que r\ = a = 1; dans ce cas / est quadratique. 
Si r] = 0; à partir de (a — 1) 2 (1 — v) = on obtient que a vaut 1 et que / est quadratique. 

Supposons que les pi ne soient pas distincts; d'après le Lemme 7.4 il y a au moins parmi ces 
points trois points distincts. En particulier on peut invoquer la Proposition 7.14; on constate 
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que l'arrangement de quatre droites contractées en position générale n'apparaît pas dans celle- 



Les configurations de quatre droites contractées (au moins) contiennent donc au moins trois 
droites concourantes. Comme on l'a vu si les quatre droites sont contractées par / sur trois 
points alors / est à équivalence près donnée par la Proposition 7.14. On peut donc supposer 
que les quatre droites sont contractées sur quatre points distincts et que trois d'entre elles sont 
les droites xq = 0, x\ = et x\ = xq. On considère tour à tour les cas où les droites xq = 0, x\ = 
et xq = x\ sont contractées sur trois points alignés, respectivement non alignés et distincts. 

Proposition 7.25. — Soit f un élément de Bir3 qui, à conjugaison gauche-droite près, con- 
tracte les droites xo = 0, resp. x\ = 0, resp. x\ = xq sur trois points (1 : : 0), resp. (0:1:0), 
resp. (1 : 1 : 0) et (au moins) une quatrième droite. Alors f contracte cinq droites et est, à 
conjugaison gauche-droite près, le modèle 5. de la Proposition 7.14. 

Démonstration. — La transformation / est de la forme 

(xi q + {xq - x\ )x\ l : x Q q : xqX\ (x - x\ )) 

où q désigne une forme quadratique et t une forme linéaire. Supposons que / contracte une 
quatrième droite d'équation L = 0. On est ramené à conjugaison près à l'alternative suivante 



Nous allons voir que nécessairement L = x 2 ; raisonnons par l'absurde Le. supposons que 
L = x\ — [3xo avec [3 {0, 1}. Sur x\ — $xq = on a 

($xoq(xo, (k ,x 2 ) + P(l - P)xq£(x , Px ,x 2 ) : x ^(x , Px ,x 2 ) : [3(1 - P)xq); 

ainsi #(xo,Pxo,X2) est divisible par Xq et £(xo,Pxo,xi) est divisible parxo- Il s'en suit que q et i 
ne dépendent pas de x 2 ce qui est impossible. 

On suppose donc que x 2 = est contractée; sur x 2 = on a 

(xig(x ,xi,0)+xi(xo-xi)^(x ,xi,0) :x g(x ,xi,0) :x xi(x - xi)); 

il en résulte que g(xo,xi,0) = £xi(xo —x{) et ^(xo,xi,0) = axo — £xi. Ainsi toujours à conju- 
gaison g.d. près 

/= (xix 2 (Ax + £xi+Cx 2 + c(x -xi)) :x x 2 (Ax + Bxi +Cx 2 ) : x xi(x -xi)). 

Ce modèle est birationnel si C = Ac = 0. Or si C = A = 0, la transformation est quadratique 
donc C = c = et 



ci. 



□ 



L = x\ — [3xo avec [3 {0, 1}, 



ou 



L = x 2 . 



/ = (xix 2 (Axq +Bxi): x x 2 (Ax + Bx\ ) : xqx\ (xq — x\ )) 



qui est le modèle annoncé. 



□ 



On termine en supposant que les droites xo = 0, x\ = et x\ = xq sont contractées respec- 
tivement sur (1 : : 0), (0 : 1 : 0) et (1 : : 1). 



172 



CHAPTER 7. TRANSFORMATIONS BIRATIONNELLES DE DEGRÉ 3 



Lemme 7.26. — Soit f un élément de Èk^ . Supposons qu 'à conjugaison gauche-droite près f 
contracte la droite xq = 0, resp. x\ = 0, resp. x\ = xo sur (1:0:0), resp. (0:1:0), resp (0:0:1) 
et (au moins) une quatrième droite de la forme x\ = t\xq avec r\ {0, 1}. Alors f contracte une 
conique réduite; en particulier les hypothèses de la Proposition 7.14 sont vérifiées. 

Démonstration. — La transformation / est du type 

(*i(*o-*iKo : xo(x Q - xi)£\ :xqxi£ 2 ) 

où les ii sont linéaires. Comme les trois droites jouent le même rôle et que l'un des £j doit 
dépendre effectivement de x 2 , on peut supposer que £2 = x 2 . En écrivant que la quatrième 
droite est contractée on obtient que / est du type suivant 

/= [x\{xQ—x\)(a(x\ -r\x Q ) + bx 2 ) : x (xo -xi)(cc(xi -Tpco) + Px 2 ) :x xix 2 ). 

Un calcul élémentaire montre que le déterminant jacobien de / s'écrit 

det(jac /) = 3xoXi (xo — x\ ) (x\ — rpco) (aoc(r|Xo +x\ — (f\ + 1 )xoXi ) — a[3xox 2 + abx\x 2 ) . 

Notons C la conique donnée par aa(r\xl +x\ — (r\ + l)xox\ ) — a[3xox 2 + aèxix 2 = 0. On remar- 
que que C est lisse si et seulement si 

aa(a$ - br\a) (ba - a$) / 0. 

Comme cette conique est contractée le Lemme est démontré dans ce cas. 

Si a est nul, C est l'union des droites x\ = et x 2 = qui sont toutes deux contractées 
sur (0 : 1 : 0) : la conique C est réduite et contractée et / satisfait donc les hypothèses de la 
Proposition 7.14. On suppose o^0; lorsque a est nul alors [3 ne l'est pas et on constate de 
même que C est contractée et réduite. 

Reste à étudier l'éventualité où (a[3 — br\a){ba — a$) = avec aa / 0. 
Si b = alors P = 0; la transformation est alors g.d. conjuguée à 

(xi(x -xi)(xi -rpc ) :x (x -xi)(xi -rpc ) :x xix 2 ). 

La droite x\ — t\xq est contractée sur (0 : : 1 ) , comme la droite x\=xq\ ici encore le Lemme est 
démontré et on se trouve dans la configuration {6} : le lieu exceptionnel est constitué des quatre 
droites xq = 0, x\ = 0, xq = x\ et x\ = x\xq. On retrouve le modèle 4. de la Proposition 7.14. 

Supposons désormais que b soit non nul; C est l'union des deux droites £>i, resp. <D 2 
d'équation 

x\ = ^tvCo, res P- a(atn\ - a$r\ - a$)x\ - a$ 2 x 2 + aa^rixo = 0. 

oc» 

La droite Œ)\ est contractée par / si et seulement si r\ = ^ ou aP — ab = 0. Commençons par 
supposer que r\ = On constate que la droite <D\ coïncide avec la droite x\ = ï}xq et qu'elle est 
contractée sur (a (a (3 — ab) : a(a(3 — ab) : — aa) ; la droite © 2 , donnée par ax\ + bx 2 — axo = 0, 
est aussi contractée sur ce point. La conique C est donc réduite et contractée. Si a$ — ab = 0, on 
remarque que Œ>\ coïncide avec la droite x\ = xo et que © 2 , d'équation ocr|xo — ax\ — ax 2 = 0, 
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est contractée si et seulement si a = [3 auquel cas elle l'est sur le point (0 : : 1) : la conique C 
est encore réduite et contractée. □ 

Proposition 7.27. — Soit f une transformation birationnelle purement cubique. Supposons 
qu'à conjugaison gauche-droite près f contracte les droites d'équation x = 0, x\ = 0, xo = x\ 
sur (1 : : 0), resp. (0:1:0), resp. (0 : : 1) et la droite X2 = 0. Alors f appartient à l'orbite 
sous l'action gauche-droite d'une des transformations suivantes 

- modèle 2. de la Proposition 7.14, {5}; 

- (xi(x -xi)(x +x 2 ) :xo(x -xi)(x 2 -xi) :xix 2 (x +xi)), {7}. 
Remarque 7.28. — Comme nous le verrons dans la démonstration, 

(xi(xo-xi)(x +x 2 ) :x()(x -xi)(x 2 -xi) : xix 2 (x +xi)) 

n'est pas g.d. conjugué aux modèles de la Proposition 7.14 présentant la configuration {7}. 

Démonstration. — D'après les hypothèses / est de la forme 

(xi(x -xi)(axo + (k 2 ) :xo(x -xi)(yxi+8x 2 ) : x xi(e(x -x{) +/jx 2 )). 

Notons que [3, 8 et n ne peuvent être nuls puisque / est purement cubique; on peut donc les 
supposer égaux à 1. On remarque qu'une transformation du type ci-dessus est birationnelle si 
et seulement si nous sommes dans l'une des situations suivantes 

- Y = e = 0; 

- a = y= 0; 

Dans les deux premiers cas on obtient à conjugaison g.d. près 

f\ = (xi(x -xi)(x()+x 2 ) : x x 2 (x() -xi) :x xix 2 ), {5}; 
la dernière éventualité conduit à 

(xi(x -xi)(o(xo+x 2 ) :x()(x -xi)(x 2 -xi) : xix 2 (ax +xi)) 

soit à 

h = (xix 2 (x -xi) :x (x -xi)(x 2 -xi) :x^x 2 ), {5} 

ou à 

/3 = (xi(x -xi)(x()+x 2 ) :x (x -xi)(x 2 -xi) : xix 2 (x +xi)), {7} 

suivant que a est nul ou non. 

Les éléments f\ et / 2 sont g.d. conjuguées 

h = {-X2 ■ -xo - xi +x 2 )/i(-xi :x -xi :x 2 ). 

La transformation f\ est g.d. conjuguée au modèle 2. de la Proposition 7.14 que nous 
noterons g 

/, = (x 2 : x : xi )g(x\ - x : -x\ : x + x 2 ) . 
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L'élément 

/ 3 = (xi(xq-xi)(x +x 2 ) :x (x -xi)(x 2 -xi) : xiX 2 (xo +*i)) 

n'est pas g.d. conjuguée au modèle 6. de la Proposition 7.14: sur la composante de det jac de 
multiplicité 2 chacun de ces deux éléments admet deux points d'indétermination dont la posi- 
tion diffère (dans le cas de f$ ces points ne sont pas nécessairement des points d'intersection 
avec d'autres courbes de Exc contrairement à ce qu'il se passe pour le modèle 6.). Elle n'est 
pas non plus g.d. conjuguée au modèle 5. de cette même Proposition; en effet le modèle 5. 
possède la propriété suivante que n'a pas: on peut trouver dans le lieu exceptionnel de cette 
transformation trois courbes contractées sur trois points distincts alignés. Voici des dessins qui 
illustrent ce discours; on adopte les notations suivantes. Les droites correspondent aux courbes 
contractées par la transformation considérée; quand la multiplicité (dans le déterminant ja- 
cobien) de l'une d'elle est strictement supérieure à 1 elle est précisée entre parenthèse. Les 
"cercles" correspondent aux points sur lesquels les éléments du lieu exceptionnel sont con- 
tractés; on précise entre crochets le nombre de droites contractées sur un point lorsque celui-ci 
est strictement supérieur à 1. Les "croix rouges" caractérisent les points d'indétermination de 
la transformation étudiée. 

-ïo = 





□ 
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Remarque 7.29. — On constate que certaines configurations, par exemple 5 droites concour- 
antes ou 6 droites, n'arrivent pas; on peut d'ailleurs le prouver de façon directe sans utiliser la 
classification. 

7.2.3. Récapitulatif. — 

Le tableau qui suit donne à conjugaison g.d. près les différents modèles de transformations 
birationnelles purement cubiques; pour chacun d'entre eux on a mentionné la configuration des 
courbes contractées (deuxième colonne) et la dimension de son orbite sous l'action gauche- 
droite (troisième colonne). Si y désigne un complexe, on rappelle que 



y+ \Jt - 4 , . y- Vf 



Y + := 

sont les deux racines du trinôme t 2 — yt + 1 . 

Rappelons qu'on obtient la dimension de l'orbite d'une transformation birationnelle en 
déterminant son groupe d'isotropie. Donnons un exemple. 

Considérons la transformation / = (xqx\ +x\ : x\x\ : x\). Cherchons A, B dans SL^C) et r\ 
dans C* tels que Af = r\fB; on obtient que nécessairement 

A = (fxo + ocô 2 xi + Pô 2 x 2 : yô 2 xi : ô 3 x 2 ) , B = (J^xo + ax l + |3x 2 : y*i : 8*2^ 

avec 8 6 = 1 et y 4 = 8. La dimension du groupe d'isotropie est donc 2, celle de l'orbite de / 
sous l'action gauche-droite 16 — 2 = 14. 
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Parmi ces modèles cinq familles dépendent effectivement de plus de un paramètre. Ces 
paramètres, attachés à des configurations de courbes contractées, peuvent être reliés à des con- 
figurations de points sur la droite projective, précisément 4 ou 5 points suivant qu'il y a un ou 
deux paramètres. Le lecteur intéressé pourra décrire l'espace des invariants; il y rencontrera 
l'invariant j des courbes elliptiques. 

Remarque 7.30. — Dans le tableau les différents modèles ne sont pas g.d. équivalents. On le 
vérifie en examinant les invariants: type et nombre de composantes des zéros du déterminant 
jacobien et leur multiplicité, configuration des points d'indétermination (par exemple aligne- 
ment ou non) etc. 

Remarque 7.31. — Toute transformation birationnelle cubique est donc à conjugaison dy- 
namique près du type Af où A désigne un automorphisme de P 2 (C) et / un élément de la 
liste donnée ci-dessus. 

Comme nous l'avons fait dans le cas quadratique on peut étudier l'espace des relations 
linéaires associé à une application birationnelle / de Bù-3. Si / = (/c/1,/2) on introduit 
l'espace vectoriel 

RL(/) := {L = (L ,L l ,L 2 ) application linéaire | L / + L1/1 + L 2 f 2 = 0}. 

En utilisant la classification précédente on vérifie sans peine que pour toute transformation / 
purement cubique dimRL(/) = 1. De plus si L est un élément non trivial de RL(/) alors L est 
de rang deux. On obtient alors un énoncé semblable au Théorème 7.32. 

Théorème 7.32. — Soitf un élément de Èir?,. Il existe une application linéaire L = (Lo,Li,L 2 ) 
et une application quadratique Q = (go, Qi, Qi) telles que 

f = LAQ = (L l Q 2 - L 2 Q X : L 2 Q - L Q 2 : L <2i -LiQo)- 

o 

En particulier les éléments de Bir^ sont des applications déterminantielles. 

Exemple. — Pour l'élément générique présentant la configuration {15} on constate que 

L = (xi, -xq,0) et Q = (0,xqx 2 , —(xq +x\ + ^xqx\ + ÔX0X2 +x\x 2 )) 

conviennent. 

Toutefois l'énoncé 3.3.4 est moins complet que le Théorème 7.32; en effet si L est une 
application linéaire de rang deux et Q une application quadratique, alors L A g ne définit pas 
nécessairement une application birationnelle. 

7.3. Irréductibilité de Bir 3 

Pour y 2 7^ 4 et 8 / y± on note la transformation 

(xq (x + x\ + yx xi + 8x x 2 + xix 2 ) : x\ (x 2 , + x\ + yx xi + 8x x 2 + xix 2 ) : X0X1X2) 



178 



CHAPTER 7. TRANSFORMATIONS BIRATIONNELLES DE DEGRÉ 3 



qui présente la configuration {15}. Considérons A et B deux automorphismes de P 2 (C) tels 
que 

(7.3.1) A^ 5 fi = ^ 5 ,. 

On constate que Exc (A^B) = B _1 (Exc ^5) = Exc ^,5/. Comme 

Exc ^ Yi g = {x = 0, x\ = 0, Xq +x\ + yx xi + 8x0*2 + xix 2 = 0, x 2 , +x 2 +yx xi = 0} 

l'ensemble des automorphismes A et B de P 2 (C) satisfaisant (7.3.1) est fini. 
Posons 

X := {A^B \ A, B £ PGL 3 (C), y, ô G C, y 2 / 4, ô + y±} c Bir 3 . 

Il s'agit d'une réunion d'orbites gauche-droite qui représentent les transformations dont l'ensemble 
exceptionnel est constitué d'une conique lisse C et quatre droites non tangentes à C (configu- 
ration {15}). 

La Proposition qui suit est conséquence directe de ce qui précède. 

Proposition 7.33. — L'adhérence de JT dans Rat 3 ~ P 29 (C) est une variété algébrique irré- 
ductible de dimension 18. 

Dans les traités anciens on trouve le discours suivant: les courbes du réseau homaloïdal 
associé à une transformation birationnelle cubique satisfont les équations suivantes ([AC02]) 

1^ = 8, J> = 6, tt£N 

où Hi désigne la multiplicité aux points base (qui rappelons le ne sont pas nécessairement pro- 
pres) et q le nombre de points base. Ce système d'équations a pour solution, à réindexation près, 
(//i,jU2,jU3,jU4,jU5) = (2, 1, 1, 1, 1). Ces formules sont satisfaites partout élément "générique" de 
SC qui compte cinq points d'indétermination dont 1 d'ordre 2 et 4 d'ordre 1. 

Proposition 7.34 (Décomposition de Nœther des éléments de X) 

Soit f un élément de JT; alors / possède une écriture du type 

B0A0C, A, B, CGPGL 3 (C). 

Démonstration. — Considérons un automorphisme A de P 2 (C) de la forme spéciale suivante 

A = (b Q xi + c Q x 2 : b\xi + c\x 2 : a 2 x + b 2 x\ + c 2 x 2 ). 

La transformation 0A0 s'écrit 

{{b]_xi+cix 2 )Q : (b Q xi + c x 2 )Q : x Q (b Q xi + c Q x 2 )(biXi + cix 2 )) 

avec Q = a 2 x\x 2 + b 2 xox 2 + c 2 xqXi. On constate qu'elle est cubique pure dès que a 2 b 2 c 2 est 
non nul, condition qui caractérise la lissité de la conique 2 = 0. Visiblement les courbes 

Q = 0, boxi + cqx 2 = 0, bixi + c\x 2 =0, x\ = et x 2 = 

sont contractées. Ainsi pour des valeurs génériques des paramètres la configuration des courbes 
contractées par 0A0 est du type {15}. Notons que la configuration de Exc (gAg) détermine les 
lignes de la matrice A à multiplication scalaire près, ce qui correspond à l'action à gauche du 
groupe diagonal, et permutation (xq :x 2 : xi) près. On en déduit facilement que l'ensemble des 
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transformations du type BcAcC, avec A comme ci-dessus, est de dimension 18. Par suite aux 
configurations de type {15} est associée une décomposition de la forme 

BcAcC, A = (b Q Xi +c Q x 2 : hxi + C[X 2 : a 2 xo + b 2 x\ +c 2 x 2 ), 6, Ce PGL 3 (C). 

□ 

Remarque 7.35. — L'énoncé précédent donne une nouvelle justification à l'étude des trans- 
formations A telles que le degré de oAo soit anormal c'est-à-dire plus petit ou égal à 3, étude 
faite au Chapitre 4. 

Notons C = Bir3 \ S£; chaque élément de ZS£ est g.d. conjugué à l'un des modèles 
représentant toutes les configurations exceptées {15}. Comme ces modèles dépendent au plus 
d'un paramètre, on en déduit que la dimension de l'adhérence de C est en tout point in- 
férieure ou égale à 17. 

D'après la Remarque 7.3 et pour des raisons de dimension on a Inv( JT) = JT, ce que l'on 
peut voir de façon explicite en inversant les Ç y 5. 

Pour démontrer l'irréductibilité de Bir3 on procède comme suit; on cherche à joindre tout 
élément fo de C^T à l'adhérence de SC par un chemin rationnel s ^ f s de sorte que f s =o = 
fo et f s appartiennent à 3£ pour les valeurs génériques de s. Il est souvent plus commode 
de travailler avec des formes "prénormales" qui font intervenir "beaucoup" de paramètres, 
comme celles données dans le Lemme 7.13, plutôt qu'avec les formes finales (par exemple 
celles de la Proposition 7.14). On procède au cas par cas suivant la nature du lieu exceptionnel. 

7.3.1. Le lieu exceptionnel contient une conique. — 

Nous allons essayer de joindre les formes prénormales du Lemme 7.13 de type (b) à celles 
de type (0) qui sont nécessairement dans 3£ . Soit 

fo = (*oQ -xiQ : xqx{), Q = oxq + $x] + 7*0*1 + 5x Q x 2 + zx x x 2 

un élément de type (b). On considère la transformation 

fs = (xoQ ■ xiQ : x Q x\(sx 2 +xi)). 

Pour s = 0, on atteint la transformation initiale fo et pour s non nul f s est dans SC ' . 

Maintenant on cherche à relier un élément fo de type (c) 

fo = (xo(xl + yxox 2 +xix 2 ) :x l (xl + yxox 2 +xix 2 ) : x xi(x Q - xi)) 

à SC . On introduit 

f s := {xo{xl + yxox 2 +x\x 2 ) :x i (xl + , piox 2 +XiX 2 ) :xqx\{sx2+xq-x\)). 

Pour s = 0, on obtient la transformation initiale et pour i/Oon constate que f s est dans JT; 
en effet /, (x : x\ : * 2 ~* 0+ *' ) s'écrit 

. / y\ 7 A J— 1 Y x ix 2 

(xoP : x\P : xoX\x 2 ) , P = 1 — x H 1 x x\ + -xox 2 H 

V sJ s s s s 
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Pour les éléments /o de type (Z)) 

fo = {x()X 2 {x\ +yx ) : xix 2 (xi +yx ) : x xi(x -xi)) 
on peut procéder simplement comme suit. Les transformations 

f s = (xq{sxq + yx x 2 +xix 2 ) ■.x l (sxl + yx Q x 2 +xix 2 ) : x xi(x -xi)) 

sont conjuguées pour s / à / J= i que l'on sait être dans SC car de la forme (c). Pour s = 0, on 
a l'élément fo de type (U). 

7.3.2. Le lieu exceptionnel est constitué de plus de 4 droites. — 

Il s'agit de montrer que la transformation 

/= (xi(x -xi)(x +x 2 ) : x () (xq - X])(x 2 - X]) : (x +xi)xix 2 ) 
obtenue dans la Proposition 7.27 est dans 36 ' . On constate que 

(xq +xi : x\ : x 2 )f{xQ-x\ : x\ : x 2 ), 

qui s'écrit aussi 

(x (xo + 2x\ — 3xoxi +x x 2 - 2xix 2 ) : x\ (xq + 2xf- 3x xi +x x 2 - 2xix 2 ) : x xix 2 ), 
est du type (a) à homothétie près donc / appartient bien à . 

7.3.3. Le lieu exceptionnel est constitué de trois droites. — 

Les éléments de Bir3 dont le lieu exceptionnel est constitué d'une conique lisse et deux 
droites appartiennent à 3£\ on déduit de l'invariance de % par Inv que les modèles obtenus 
dans la Proposition 7.21 sont dans l'adhérence de SC . 

Considérons une transformation de type (a).Sioc = £= letp = y= 8 = elle s'écrit 

/ = (x (xq +xix 2 ) : xi(xq +xix 2 ) : x xix 2 ). 

Posons 

gs '■= - %1 ■ x\ : x 2 ^ f(sx : sx { : x 2 ) = (xq : x\ (sx% +xix 2 ) : x xix 2 ); 

on remarque que g s= o = (x ( 3 } : x\x 2 : xoxix 2 ) est le modèle de la Proposition 7.22. 

Reste à considérer les deux modèles dont le lieu exceptionnel est constitué de trois droites 
concourantes. Lorsque oc = [3 = l,y=2etô = £ = une transformation du type (o) est de la 
forme 

(x ( )(x +xi) 2 ) : xi(x +xi) 2 ) : x xix 2 ); 

on constate alors que 

(x +xi :xi :x 2 )(x (x +xi) 2 ) :xi(x +xi) 2 ) : x xix 2 )(x -xi :x\ :x 2 ) 
coïncide avec (x, 3 , : x ( 2 xi : xix 2 (xo — xi)), l'un des deux modèles de la Proposition 7.20. 
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Considérons la seconde transformation obtenue dans la Proposition 7.20 

(xq (xq -xi) : xqxi (x -x\): x Q x x x 2 + x\)\ 
elle s'écrit dans la carte x\ = \ comme suit 

XQX2 + 1 



XQ, 



x (x - 1) 



On peut la pertuber de la façon suivante 



x x 2 + 1 \ _ 

xo,—, 7T— — — I , eeC; 

x (x -l)+£x 2 / 

on remarque que c'est une homographie en x 2 . En homogénéisant on obtient donc l'élément 
de Bir3 suivant 

(xo(xo(xq-X\)+ZX\X2) : X\(X (X() - X\) + ZX\X2) :XQX\X2+Xi), 

élément qui contracte la conique lisse xo(xo — x\) + zx\x 2 dès que £ est non nul; or un tel 
élément est dans X {voir §7.3.1) donc 

(xq (xo -xi):xqxi (x - x\ ) : xqx x x 2 + x\ ) ; 

l'est aussi. 

7.3.4. Le lieu exceptionnel est constitué de deux droites. — 

Le modèle (x x 1 x 2 : x\x\ : x\ — x\x\) de la Proposition 7.19, dont l'inverse 

(xq(x\x 2 +Xq) : x\ : xy(x\x 2 +xf } )) 
contracte une droite et une conique, est, de part l'invariance de % par Inv, dans 3C . 

Voici rapidement comment on procède pour les cas restants. Considérons une transformation 
de la forme (b) que l'on sait être dans X . Après conjugaison dynamique par (jq : x$ : x 2 ) on 
obtient lorsque P = ô= leta = y= £ = l'élément 

/ = (xq+xqx\x 2 : XqXi +x\x 2 : XqX\). 

Posons 

g s = ^x 2 : Xl - Xl : xq\ f(x 2 : x : sxi) = (x Q x\ : XqXi : x\ + 5x0X1X2); 
alors g s =o = (xox 2 : XqXi : x 2 ) est le modèle obtenu dans la Proposition 7.19. 

Partons encore d'une transformation du type (b). Lorsque oc = P = £ = lety=8 = Oona 

(xo (xq + Xj + xix 2 ) : xi (xq + x\ + xix 2 ) : x Xi ) . 

Posons 

g s := : X ° J 11 :xi^ (xq(Xq+x\+x\x 2 ) : x\(x\ +x\ +xix 2 ) :x x 2 l )(sx : x 2 : j 2 xi), 

soit 

g s = (xqx\ : Xq +x xix 2 : x 2 (s Xq+x\ + 5' 2 x ] X2)). 
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On remarque g s =o = (xox 2 '■ xjj +*o*i*2 : x \) est un des cas de la Proposition 7.19; il est donc 
dans 3C . 

Le modèle (xqX 2 : XqX\ +x\ : xqx\) de la Proposition 7.19 a pour inverse 

(xq : xqX\X2 — x\ : x x 2 ) 

et 

(— X2 : x\ : x )(xo : xqx\X2 — x\ : XqX 2 )(-x 2 : xi : x ) = {xqx\ : x ( 3 , + x xix 2 : x\). 

On vient de voir que (xqx\ : Xq + xoXix 2 : x 2 ) appartient à JT; comme est invariant par Inv 
la transformation (xqX 2 : XqXi +x\ : xox|) est dans l'adhérence de SC . 

Pour finir prenons la transformation / = (xqX 2 : x ( 3 , + x\ + xqX\X2 ■ xqx^) de la Proposi- 
tion 7.19. Soit f s la transformation birationnelle définie par 

f s = (xqX 2 : Xq +x 2 +x xi (x 2 - ) : x x 2 (x 2 - 5X )). 

On constate que pour s non nul f s contracte trois droites donc est dans et que f s= o = f; ceci 
implique que / appartient aussi à SC . 

7.3.5. Le lieu exceptionnel est constitué d'une droite. — 

Considérons le modèle (xox 2 : Xq +xoXix 2 : x\) qui contracte exactement deux droites. Posons 

gs = (*i - s 3 x 2 : x - sx 2 : x 2 ) (x x 2 : Xq+xqx\X2 : x 2 ) ^xi + sx 2 : y - 3^X1 : x 2 ^j ; 

on constate que g s = (x\ + isîiS, + X qx\ : x\x\ : x|) . Lorsque s tend vers +oo ; la transforma- 
tion g s tend vers {x\ +xqx\ ■ x\x\ : x 3 ,); on reconnaît l'élément obtenu dans la Proposition 7.16 
qui contracte précisément une droite. 

Finalement on obtient le: 

o o o 

Théorème 7.36. — L 'adhérence (ordinaire) de dans Bir3 est Bir3. En particulier Bir?, est 
irréductible. 

7.3.6. Non irréductibilité de Bir 3 en tant que sous-ensemble de P 29 (C). — 

Alors que Bir 2 est lisse et irréductible, il n'en est pas de même pour Bir3 (vu comme sous- 
ensemble de P 29 (C)); comme nous l'avons vu Bir3 est irréductible (en fait rationnellement 
connexe). Considérons un élément de Bir3 du type suivant fo = £Ao où £ est une forme linéaire 
générique, disons xo + x\ + x 2 . Il est clair que fo en tant que triplet de formes homogènes ne 
peut être limite de transformations de Bir3. Ceci résulte du fait qu'aucun élément de Bir3 ne 
contracte quatre droites en position générale. Ceci implique que Bir3 n'est pas irréductible; plus 
précisément les composantes irréductibles de Bir3 sont Bù-3 et Bir' 3 où Bir' 3 désigne l'ensemble 
des transformations de type IQ avec l forme linéaire et Q dans Bir 2 . On note que Bir' 3 est de 
dimension 16. Toutefois chaque élément de Bir 2 se représente dans Bir3. Plus précisément avec 
les notations habituelles Bir* = (Bù/j)*. 
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7.4. Décomposition de Nœther 

Nous avons vu dans la Proposition 7.34 la décomposition de Nœther des transformations 
cubiques génériques, Le. les éléments de SC . Dans les Lemmes qui suivent on propose une 
décomposition de Nœther pour les éléments du tableau obtenu au Chapitre 7, §7.2.3. On 
prendra garde au fait que ces décompositions ne sont peut-être pas optimales. 

o 

Lemme 7.37. — La décomposition de Nœther d'un élément de Bk^ ayant la configura- 
tion {1} fait intervenir au plus huit fois l'involution de CREMONA. 

Démonstration. — On a vu aux Chapitre 7, §7.2.1 et Chapitre 7, §7.2.2 qu'une transformation 
birationnelle purement cubique possédant la configuration {1} s'écrit {xqx\ +x\ : x\x\ : x|) à 
conjugaison g.d. près. Or 

{xqx\ +x\ : x\x\ : x\) = (x : x 2 : xi)p(x 2 : x\ : x )x(x 2 : x\ : -x )p(x : x 2 : x\) 

d'où le résultat. □ 

Lemme 7.38. — Soit f une transformation birationnelle purement cubique dont la configura- 
tion est {2}; la décomposition de Nœther de f fait intervenir au plus huit fois l'involution de 
Cremona. 

Démonstration. — À conjugaison g.d. près / est de l'un des types suivants 

(xox 2 : XqXi : x 2 ), (x x 2 : x} } +x xix 2 : x 2 ), (xqX 2 : x} ) +x\+x Q x\x 2 : x x 2 ), 

(xqX 2 : XqXi + x 2 : xox 2 ) , (xoXix 2 : xix 2 : x 2 — XqXi ) . 
L'énoncé résulte des égalités suivantes 

(x x 2 : XqX\ : x\) = ((x 2 : x { : x )p) 2 , 

(xox 2 : Xq +x xix 2 : x\) = (x 2 : x : xi)p(x 2 : xi : x )x(x 2 : x : — 
(xqX 2 : Xq +x 2 +x xix 2 : x x 2 ) = {x\ : x 2 : x )x(xi : x : -x 2 )x(x : x 2 : —x\), 
(xgx 2 : XqXi +x 2 : x x 2 ) = {x\ : x : x 2 )p(x +x\ : x : x 2 )p(x 2 : x\ : x )p, 
(xoXix 2 : xix 2 : x\ — XqXi) = {x\ : x : -x 2 )x(x 2 : x : xi)p. 

□ 

Lemme 7.39. — Les éléments de Bù-3 présentant la configuration {3} comptent dans leur dé- 
composition de Nœther au plus cinq fois l'involution de Cremona. 

Démonstration. — On a vu que toute transformation birationnelle purement cubique possé- 
dant la configuration {3} est à conjugaison g.d. près de l'une des formes suivantes 

(x, 3 , : x\x 2 : x xix 2 ) , (xq (xi - x 2 ) : x xi (xi - x 2 ) : x^x 2 ) , 

(x x 2 : x xix 2 : x x\ - xfx 2 ), (xqxix 2 : x^x 2 : xq(x| - x x 2 )). 
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On constate que (xjj : x 2 x 2 ■ xoXix 2 ) = (p(xi : X2 : xo)) 2 donc toute transformation appartenant 
à O g j,( x o '■ x \ x 2 '■ X ()X\X2) s'écrit Ap(x\ : X2 ■ xo)pB où A, B désignent deux automorphismes 
deP 2 (C). 

Comme (xq(x\ —X2) \xqx\{x\ —X2) :x 2 x 2 ) = (xo+x 2 :x 2 :xi)p(— xo+xi :x2—x\ :xo)aon 
a l'inclusion 

O s .d{x\(x\ - xi) : xoxi(x\ —X2) : xfx 2 ) C {Ap(-xo+xi :x2—x\ : xo)cB \A,Be PGL3(C)}. 

Puisque (xqX 2 '■ X(>qx 2 '■ x^x\ — x 2 x 2 ) = [x\ : X2 : xq + x 2 )p(— xq — x\ +X2 : xq : xi)c, pour 
toute transformation / de O g j, (xqX 2 : xoXix 2 : xqx\ — x\x2 ) il existe A et B deux automorphismes 
de P 2 (C) tels que / = Ap(— xo — x\ +X2 : xq : x\)oB. 

Pour finir on note que (xoXix 2 '■ x\x2 : xo(x 2 — xox 2 )) = {x\ : xq : — x 2 )tg donc 

Ogj. (xqX\X2 '■ x\x2 : xo(x 2 — xox 2 )) C {AxaB \A, B € PGL3(C)}. 

□ 

Lemme 7.40. — La décomposition de Nœther d'une transformation birationnelle purement 
cubique de configuration {4} fait intervenir au plus six fois Vinvolution o. 

Démonstration. — On a vu au §7.2.2.3 qu'un élément de Bù-3 de configuration {4} est de l'un 
des types suivants 

(xq-.XqXi :xix 2 (x -xi)); (*o(*o-*i) : *o*i(*o -*i) : xi(x x 2 +x 2 )). 

Or 

(xq : XqXi : xix 2 (x —xi)) = (x +x 2 : x 2 : xi)g(x : x\ : x 2 — *o)p(*i : x 2 : xq) 
et (xq(xq — xi) \ xqx\{xo — x\) :xi(xox 2 +x 2 )) s'écrit 

(xi +x 2 :x 2 :x +x 2 )p(-xo+xi +x 2 :x\ :x -xi)x(x : x\ : -x 2 ) 
d'où l'énoncé. □ 

Lemme 7.41. — La décomposition de Nœther des transformations de Cremona cubiques 
dont la configuration est {5} fait intervenir au plus trois fois Vinvolution de CREMONA. 

Démonstration. — Soit / une telle transformation birationnelle; elle est, à conjugaison g.d. 
près, de l'un des types suivants 

(x x 2 (x +xi) : xix 2 (x +xi) : x x 2 ), 
(x (x +xi)(xi +x 2 ) :xi(x +xi)(xi +x 2 ) :x xix 2 ), 
(x (x +xi +x 2 )(x +xi) :xi(x +xi +x 2 )(x +xi) :x xix 2 ). 

On constate que 

(xox2(xo+xi) :xiX2(xo+xi) :xqx\) = (x\ +X2 : —xi : — *o — *2)p(— *0 — *l + x 2 : -xo :xo+xi)a, 
(xo(xo +xi)(xi +X2) :xi(xo+xi)(xi +X2) 1x0x1x2) = (-xo : (3x2 : aPxi)o(x2 :xo + axi : x\ +(3x2)oA, 
(xo(x +X! +x 2 )(xo+X!) ix^xq+X! +X2)(x +X!) : x Q x 1 x 2 ) =o(x +x 2 : -x +x 2 : Ax x +2x 2 )pB 
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avec 

A ={-^ : -J :X0+X \ 
On en déduit le résultat annoncé. □ 



/ x 2 x\ \ ( x x x xo xi\ 



Lemme 7.42. — Soitf une transformation birationnelle quadratique avec la configuration {6}; 
il existe A dans PGL3(C) tel qu'à conjugaison g.d. près f s'écrive oAo. 

Démonstration. — On a vu que / coïncide à conjugaison g.d. près avec 

(x (xq +x\+ "pCQXi ) : x\ (xq +x\+ yr xi ) : x xix 2 ) , y 2 / 4. 

Or lorsque y 2 / 4 on a (xq(xq +x 2 + yxoxi) : x\(x^ +x\+yxQX\) : xoxix 2 ) = 0A0B où 

B= (xo + y + xi :x + Y_xi :x 2 ), y± = — - — , 

A = (— ôxq + 8x1 : ôy + xo — 8y_xi : x 2 ) , 8 : 



d'où l'énoncé. □ 

Lemme 7.43. — Soit f un élément de Èkj, dont la configuration est {7}; on compte dans la 
décomposition de NŒTHER de f au plus trois fois l'involution de CREMONA. 

Démonstration. — D'après les Chapitre 7, §7.2.1 et Chapitre 7, §7.2.2 la transformation / est 
à conjugaison g.d. près de l'un des types suivants 

(xo(xq + x 2 +yx xi +y+XQX 2 +x\x 2 ) : x\(Xq +x\ + yx xi + Y + x x 2 +x\x 2 ) : x xix 2 ), y 2 ^ 4, 

(xqx 2 (xi +xo) :x\x 2 (x\ +xo) : xo*i(*o -xi)), 

(x\ (x - x\ ) (x + x 2 ) : x (x - x\ ) (x 2 - x\ ) : x x x 2 (x + x\ ) ) . 

L'élément (x (xq +x\ +yx xi +y+x x 2 +xix 2 ) : x\ (x\ +x\ +yx xi +y+x x 2 +xix 2 ) : x xix 2 ) 
s'écrit lorsque y 2 / 4 

a(Sy + x - 8y_xi : -8x0 + 8x1 : x\ +x 2 )a(y+x +x\ : y_xo +xi : x 2 ) 
avec 8 = —À= et y± = 

On remarque que (xox 2 (xi+xo) :xix 2 (xi+xo) :xoxi(xo— xi)) =ApBo où A désigne l'automorphisme 
de P 2 (C) défini par (2(xi +x 2 ) : 2(xi — x 2 ) : 2(xo +x 2 )) et B celui donné par 

/ xo_xi_ _xç xi _ xo xa 

V 2 2 X2 '2 2 ' 2 2/ 
Pour finir notons que (xi (xo — xi)(xo +x 2 ) :xo(xo— xi)(x 2 — xi) :xix 2 (xo+xi)) s'écrit aussi 

(xo + x 2 : x 2 - x : xi - x 2 )p (x - xi + 2x 2 : -x + xi : x + x\ )o. 

□ 
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Lemme 7. 44. — Soit f un élément de Bù-3 ayant la configuration {8}; alors à conjugaison 
gauche-droite près f = p(x\ : x 2 : xq)x. Ainsi a apparait au plus six fois dans la décomposition 
de Nœther de f. 

Démonstration. — On sait que / s'écrit (xo(xq + x i x 2) x\ %i (xq +xix 2 )) à conjugaison g.d. 
près. Or 

(xo(*o +X[X 2 ) : x\ : xi(xq +X1X2)) = p(xi : x 2 : x )x(xi : x : -x 2 ) 
donc /est de la forme Ap(xi :x 2 : xo)xB où A, B désignent deux automorphismes de P 2 (C). □ 

Lemme 7.45. — Toute transformation birationnelle purement cubique ayant pour configura- 
tion {9} s'écrit à conjugaison gauche-droite près 

p(x :x +xi :x 2 )p; 

en particulier o apparait au plus quatre fois dans sa décomposition de Nœther. 

Démonstration. — On a vu que toute transformation birationnelle purement cubique dont le 
lieu exceptionnel est réduit à une conique et une droite non tangente à cette conique s'écrit à 
conjugaison g.d. près 

(x\x2 : xo(xoX2 +x\):x\ (x x 2 +x\)). 

Or 

(xjx 2 : x (x x 2 +x\) : xi(x x 2 +x\)) = (x\ : x : x 2 )p(x : x +xi : x 2 )p(x : x 2 : xi) 
donc tout élément de Bir3 possédant la configuration {9} est du type 

Ap(x :x +x 1 :x 2 )pB, A, BePGL 3 (C). 

□ 

Lemme 7.46. — La décomposition de NŒTHER de toute transformation de CREMONA cu- 
bique possédant la configuration {10} fait intervenir au plus six fois l'involution de CREMONA. 

Démonstration. — Une transformation birationnelle cubique dont la configuration est {10} 
est, à conjugaison g.d. près de l'une des formes suivantes 

- (x (xj+x x 2 ) :xi(xj+x x 2 ) :x xix 2 ); 

- (x (xo+xix 2 ) :xi(xq+xix 2 ) :x xix 2 ); 

- (x (x^ +x x 2 ) : xi (xj+yxoxi +x x 2 ) : xoXj). 

On déduit l'énoncé des égalités 

(xo(x| +xox 2 ) : xi {x\ +x x 2 ) : x xix 2 ) = (x 2 : x : xi)a(x : x +x\ : x 2 )p(xo : x 2 : xi), 
(xo(xq +xix 2 ) : xi (xq +X1X2) : x xix 2 ) = (x : x 2 : xi)a(x : x +x\ : x 2 )p(xi : x 2 : x ), 

et 

(xo(xi +x x 2 ) : xi(xi +x x 2 ) : xqx\) = a(xi : x 2 : x +xi)p(x 2 : x : xi). 

□ 
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Lemme 7. 47. — La décomposition de NŒTHER d'un élément de Bù-3 possédant la configura- 
tion {11} fait intervenir au plus trois fois l'involution de CREMONA. 

Démonstration. — Soit / une transformation birationnelle purement cubique qui contracte 
exactement deux droites et une conique. On a l'alternative suivante 

- l'une des droites est de multiplicité 3, l'autre de multiplicité 1 et / s'écrit à conjugaison 
g.d. près 

(xo(xq +X{X2+xqx 2 ) : xi(xq +xix 2 +XQX2) : x xix 2 ); 

- les deux droites sont toutes deux de multiplicité 2. 

Dans les deux cas les éléments présentant cette configuration forment une orbite gauche- 
droite (voir §7.2.3). 

Dans la première éventualité, on constate que la décomposition de NŒTHER de / fait inter- 
venir au plus trois fois l'involution de CREMONA puisque 

(xo(x +x\x 2 +xqx 2 ) : x\(xq +x\x 2 + x x 2 ) : x xix 2 ) = (x\ : x 2 : x )aAp(xi : x 2 : x ). 

où A = (xq + x\ + x 2 : xq : x 2 ) . 

Intéressons-nous à la seconde possibilité. Un calcul montre que o{x\ : x 2 : xq +x\ +x 2 )o, 
qui s'écrit aussi 

(x\ (X1X2 -\-x Q x 2 +x xi) : x 2 {x\x 2 +x Q x 2 +x xi) : x X[X 2 ), 

contracte la conique xix 2 +xqx 2 +xqXi = et les droites x\ = 0, x 2 = 0; on note que chacune 
de ces droites est de multiplicité 2 dans la décomposition de det jac. □ 

Lemme 7.48. — La décomposition de NŒTHER des transformations birationnelles purement 
cubiques dont le lieu exceptionnel est réduit à une conique, deux droites et une droite tangente 
à la conique ({12} ) fait intervenir au plus six fois l'involution de CREMONA. 

Démonstration. — A conjugaison g.d. près nous sommes dans l'une des situations suivantes 

- la droite tangente à la conique est de multiplicité 2 et 

/ = {x q (xq +x\x 2 ) : x\ {xq +XiX 2 ) : xqx\ (x -*i)); 

- la droite tangente à la conique est de multiplicité 1 et / s'écrit 

{xq{xq +xqx\ +x\x 2 ) : x\ (xq +xqX\ +x\x 2 ) : x Q xix 2 ). 

Étudions la première éventualité. La décomposition de / compte alors au plus six fois 
l'involution de CREMONA puisque 

{xo(xq+xix 2 ) :x\(xq+x\X2) : xqxi (xq -x\)) = (x :xo-x\ :x 2 )o(xi -x :x\ :x 2 )x(xi : x : -x 2 ). 
Supposons que la droite tangente à la conique soit de multiplicité 1. On constate que 
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a(x\ +X2 :x2 -.xo+Xi +X2)o = (xi(xiX2+xoX2+xoxi) : (x2 +xi)(xiX2 +X0X2 +*o-*i) : xo*i(*2+*i)) 

contracte la conique xix 2 + xox 2 +xqX\ = 0, les droites x\ +X2 = 0, X2 = et x\ = 0; cette 
dernière droite étant de multiplicité 2. □ 

Lemme 7.49. — Pour chaque élément f de Bir 3 possédant la configuration {13} il existe A 
dans PGL 3 (C) tel que f = oAo. 

Démonstration. — Une transformation birationnelle purement cubique / de configuration {13} 
est, à conjugaison g.d. près, du type suivant 

(xo(x{ + yxoxi + x x 2 +x\x 2 ) : x\{x\ + Y*o*i +xqx 2 +xix 2 ) : x xix 2 ), y / 0, 1. 

On constate que (xo(x 2 + yxoxi +xqx 2 + xix 2 ) : x\ (x 2 + Yxqxi +xox 2 +xix 2 ) : xqxix 2 ) s'écrit 



aussi 



o(-yx 2 :xi +x 2 : -'fxQ +x\ + (1 - y)x 2 )o [ x 2 : -— :x + — ) 

V Y Y/ 



□ 



Lemme 7.50. — Soitf une transformation birationnelle purement cubique de configuration {14}; 
ia décomposition de Nœther de / fait intervenir au plus trois fois l'involution a. 

Démonstration. — D'après ce qui précède on a l'alternative 

- / = (x (*o +À + Y%*i +xox 2 ) : Xl (*o +x i + Y*o*i +X0X2) ■ x xix 2 ), y 2 / 4; 

- / = (x (xl+xix 2 + x x 2 ) : xi(x% +xix 2 + x x 2 ) : x xi(x -xi)). 

Dans le premier cas de figure on constate que / = 0A0B avec 
A = (-x - xi : Y-x + Y+*i : Y-*o + Y+*i + (y 2 - 4)x 2 ) , 
£ = (-8(x + Y_xi ) : 8(x + y+xi ) : x 2 ) " ' 

s la 

donnés par 



Dans la seconde éventualité on a / = oApB, les automorphismes A et fi de P 2 (C) étant 



A = (-2xi +4x 2 : 2xi +4x 2 : -4x +xi +4x 2 ), 

/x xi x () xi x xa 

B= (T + 4 +X2: -4-4 : "2 + 2)- 

□ 

On en déduit l'énoncé suivant. 

Théorème 7.51. — La décomposition de Nœther d'une transformation birationnelle cu- 
bique fait intervenir au plus huit fois l'involution de CREMONA. 
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7.5. Transformations birationnelles cubiques et feuilletages 



On mime ce qui a été fait au Chapitre 3 pour le cas quadratique avec des notations analogues. 
Puisque Rat 3 ~ P 29 (C) et T 3 ~ P 23 (C) on a 

J(-) : P 29 (C) -► P 23 (C) 

/ = (/o -h'-fi) ^ {xifo - x 2 fi )dx + (x 2 fo ~ x f 2 )dxi + (x fi - x l f )dx 2 

Soit / dans Bir3. Lorsque le feuilletage f (/) est vraiment de degré 3, Le. lorsque f (f) ne 
s'annule pas sur une hypersurface, les points singuliers de f (f) sont la réunion des points 
d'indétermination et des points fixes de /. Alors qu'en degré 2 cette même application re- 
streinte à Bir2 est essentiellement surjective, il n'en est pas de même en degré 3. Comme Bir3 
est de dimension 17, son image est a priori de dimension au plus 17. 
Rappelons que SC est l'orbite des transformations Ç y § de la forme 

(x (x 2 , + x\ + yx xi + 8x x 2 + xix 2 ) : xi (x 2 , + x\ + yx xi + ôx x 2 + x\x 2 ) : x xix 2 ) 

induisant la configuration { 15} . Un élément de s'écrit B^gC pour certains B, C dans GL3 (C) 
et y, 8 dans C. Notons que B^gC est conjugué à CB^ g et par suite J (fî^ y gC) est linéairement 
conjugué à f (CB^g). Dans la suite on se concentre donc sur les transformations du type A^ y g. 
Elles s'écrivent 

{aoxoQ + boxi Q + c x xix 2 : a\xoQ + b\X\ Q + cix xix 2 : a 2 x Q Q + b 2 x\ Q + c 2 x xix 2 ) 

ao bo co 
avec A = ai b\ c\ 
_ a 2 b 2 c 2 
que jF (A^y g) est donné par la 1 -forme 

(0 = (xi(a 2 xoG + è 2 xi2 + c 2 x xix 2 ) -x 2 (û , iXo2 + èiXi2 + ciXoXix 2 ))dxo + 
(x 2 (a xoQ + b xiQ + cqx xix 2 ) -x Q (a 2 x Q + b 2 xiQ + c 2 x Q xix 2 ))dxi + 
(x (aix £2 + b\x\Q + cyx$x\x 2 ) - x\ (a x Q + b Q xi Q + c x xix 2 )) dx 2 

On remarque que co, écrit dans la carte affine x 2 = 1, a son jet d'ordre 1 nul en (0,0); ce type 
de feuilletages a des propriétés dynamiques spéciales ([CLNL+07]). En fait son 2-jet en (0,0) 
est donné par 

(-8aix ( 2 + (ai + bi5 + ci)x xi + èix 2 )dx + (8a *o + ( a o + ^08 + co)x xi + è x 2 )dxi . 

En particulier, toujours pour des paramètres y, 8 et A génériques, la multiplicité du point sin- 
gulier (0,0) pour co est 4. Ceci semble indiquer qu'il y a génériquement 10 points singuliers. 
Pour confirmer celà on constate que si A = id, les points singuliers de ^id.y.g pour y, 8 génériques 



sont au nombre de 9 (avec la notation habituelle y± = — ^ ) 

(1:1:0), (1:-1:0), (l:-y+:0), (l:-y_:0), (0:0:1), 



et Q = x 2 , +x 2 +yxoXi + 8xqx 2 +xix 2 . Un calcul direct montre 



(0: -1 : 1), (-8:0:1), ((1 + 8) : (1 + 8) : -(1 +y)), (8- 1 : 8- 1 : 1 -y). 
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On remarque alors que le 2-jet en (0,0) de (Ojd.^g n est P as de type général, en particulier 
sa multiplicité [i est strictement plus grande que 4. Un feuilletage de degré 3 de P 2 (C) a 13 
points singuliers comptés avec multiplicité. Ceci implique que les autres points singuliers sont 
de multiplicité 1 et que /u = 5. Si A est voisin de l'identité et générique, les huit points simples 
subsistent, le point (0,0) devient de multiplicité 4 donc un dixième point singulier apparaît. 
D'où la: 

Proposition 7.52. — Un élément générique de 3£ possède dix points spéciaux. Cinq sont des 
points d'indétermination dont l'un est de multiplicité 4, les cinq autres sont des points fixes 
simples. 

En général pour un élément / de au moins quatre des cinq points fixes sont en position 
générale (pas d'alignement 3 à 3). Pour celà il suffit de construire un exemple. On se donne 
une transformation 2Lg et on choisit quatre points po, p\, p2 et p^, en position générale tels 
que ^ y 5 y soit un difféomorphisme local. On suppose que les qt := £,y$(pi) sont aussi en 
position générale. Alors il existe un unique automorphisme linéaire A tel que Aqi = pj. La 
transformation birationnelle A^ § G possède quatre points fixes en position générale. 

Considérons maintenant deux transformations génériques de ayant leurs cinq points 
d'indétermination communs comptés avec multiplicité (Le. le point de multiplicité 4 est com- 
mun aux deux transformations) ainsi que 4 points fixes communs; comme les transforma- 
tions sont génériques ces 4 points fixes sont en position générale. Remarquons que les points 
d'indétermination déterminent les 5 courbes contractées: ce sont donc les mêmes pour les 
deux transformations. On se ramène bien sûr au cas où les deux transformations s'écrivent 
A^y g et fi^y.s'. Mais si et g/ ont mêmes point d'indétermination elles sont égales, c'est 
un calcul élémentaire. Les quatre points fixes communs nous permettent d'affirmer que A = B. 
Comme en degré 2 on obtient le: 

Théorème 7.53. — Une transformation birationnelle de degré 3 générique est déterminée par 
la position de ses 5 points fixes et de ses 5 points d'indétermination affectés de leur multiplicité. 

Dans le cas quadratique pour 7 points en position générale on peut trouver un élément de Bir2 
ayant ces 7 points spéciaux; les configurations de 10 points étant de dimension 20 il n'est pas 
possible de réaliser un 10-uplet de points génériques comme points spéciaux d'un élément 
de Bir3. Pour une transformation de Bir3 générique la position de 9 points spéciaux détermine 
celle du lOème. 



APPENDIX A 
DÉMONSTRATION DE LA PROPOSITION 7.14 



Nous présentons ici une démonstration de la Proposition 7.14. Il s'agit de réduire le nombre 
de paramètres apparaissant dans les différents modèles du Lemme 7.13 à conjugaison g.d. près. 
Pour celà à chaque transformation on associe deux invariants gauche-droite 

- la configuration des courbes contractées avec multiplicité, celle qui apparaît dans la dé- 
composition en facteurs irréductibles du déterminant jacobien; 

- la configuration des points images des courbes contractées qui n'est rien d'autre que celle 
des points d'indétermination de f~ l . 

Nous allons voir que pour certaines valeurs spécifiques des paramètres quelques modèles 
faisant partie de types distincts (on fait ici allusion aux types (a), (b), (c) et (d) introduits au 
Lemme 7.13) présentent des configurations d'ensembles Exc / et Ind f~ l identiques. 

Nous avons découpé la preuve en deux parties. La première (§A.l) est une approche 
grossière de la classification qui consiste modulo quelques conjugaisons immédiates à lister les 
ensembles Exc / lorsque / décrit les différents modèles du Lemme 7.13. La seconde (§A.2) 
consiste à comparer les transformations qui présentent une même configuration d'ensemble 
exceptionnel. 

A.l. Première étape 



A.l.l. Éléments de la forme (a). — 

Soit / une transformation de type (a). Suivant que le paramètre a est nul ou non, on se 
ramène àoc = 0ouoc = l. 

(o) i. Commençons par étudier l'éventualité a = 0. La transformation / étant dans Bir3 le 
paramètre 8 et le couple (P,e) sont non nuls; à conjugaison g.d. près il suffit donc de traiter les 
possibilités suivantes 

(P,5,e) = (0,1,1), (P,ô,e) = (1,1,0), (P,ô,s) = (1,1,1). 
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(o) Supposons que (p\8,e) = (0,1,1). Notons que si y = 0, la transformation / est 
quadratique, par suite y = 1 à conjugaison g.d. près et 

/ = {xq{xqx\ +XQX2+X1X2) : x\ {xqx\ +X0X2+X1X2) : x xix 2 ) 
pour laquelle on observe la configuration {11} 

^ xo = (2) 

Rappelons que les indices ( ) indiquent la multiplicité qui apparaît dans la décomposition 
en facteurs irréductibles du déterminant jacobien. Cette multiplicité, qui est évidemment un 
invariant g.d., n'est mentionnée que lorsqu'elle est strictement supérieure à 1. 

{a) 12. Si (p,ô,e) = (1,1,0), alors 

/ = (*o(*i +7*0*1 +xqx 2 ) : x\ (x\ + yx xi +x x 2 ) : xqX\x 2 ). 

On a l'alternative suivante 

- ou bien y = 0, l'ensemble Exc / est du type {10} 

x Q = 

xi =0 (3) 




ou bien y / 0, on peut supposer que y vaut 1 et on constate que / présente la configura- 
tion {12} 




x Q +x\ = 



(0) i.3. Lorsque (p\ô,e) = (1, 1, 1) on a 

/ = (*o(*i + yxoxi +x Q x 2 +x\x 2 ) : x\ (x\ +*pCQX\ +x x 2 + X[X 2 ) : x xix 2 ). 

Laconique d'équation x\ +yxo^i +X0X2 +x\X2 = est lisse si et seulement si y / 1. Les courbes 
contractées présentent la configuration {11}, resp. {13} lorsque la conique est lisse 
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xi =0 (3) 



xo = 



Y = 




X! =0(2) 

yx +xi =0 



xo = 



Y^{0,1} 



et la configuration {5} lorsqu'elle ne l'est pas 



xq+x 2 = 




xo+xi =0 (2) 



X! = (2) 



(a) ii. Supposons que a = 1. On observe que le couple est non nul; comme précédem- 
ment à conjugaison g.d. près il suffit donc de considérer les possibilités 

(M) = (1,0), (M) = (0,1), (p\e) = (l,l). 

(o) ii.l. Étudions l'éventualité (p\s) = (1,0) 

/= (x (xo+Xi +yx()Xi +ôx x 2 ) : xi(xo +Xi +yx xi +ÔX0X2) :x xix 2 ). 

Posons 

Y+A / Y 2_4 
Y+ •— - 



Y- VY 2 - 4 



2 '2 
La conique d'équation x\ +x| + yxoxi + ÔX0X2 = est lisse si et seulement si 8 +- 0; nous allons 
donc distinguer pour décrire les ensembles Exc / le cas 8 nul du cas 8 non nul. Si 8 est non 
nul, le lieu exceptionnel de / contient une conique lisse et on observe les configurations {12} 
et {14} 



xo = 



XQ = 




xq±xi =0 (2) 



x\ = 




xo+y-xi =0 



8^0, y =±2 



5 + 0, yV4 
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Lorsque 8 est nul on constate que / présente la configuration {6} 

x = 

xo + y+xi =0 




8 = 0, f ^ 4 

Remarquons que pour y 2 = 4 et 8 = 0, la conique est une droite double, donc non réduite, 
ce qui n'entre pas dans la situation étudiée, 
(a) ii.2. Si (p,e) = (0, 1), alors / s'écrit 

(x (xo + pC(>q + 8x x 2 +xix 2 ) : x\ (xq + Jxqxi + 8x x 2 +xix 2 ) :x xix 2 ). 

La conique d'équation x\ + 7x0*1 + 8xox 2 +xix 2 = est lisse si et seulement si y8 / 1. On 
observe les configurations {13}, resp. {12} 

xo+yxi=0 x = 0(2) x\ = 




xo = (2) 



xo + yxi =0 

87^0,7^0,78^1 8 = 0,77^0 

Lorsque 7 est nul, le nombre de droites diminue et on observe les configurations {13}, 
resp. {12} 



xi =0 




Enfin si 78 = 1 on constate que / ne contracte plus de conique lisse; plus précisément / a 
pour configuration {5} 
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x = 0(2) x + yx 1= 0(2) 




yxo+X2 = 



yS= 1 



(o) iii. Enfin on s'intéresse à la possibilité (P,e) = (1, 1); on a 
/ = (x (xq +x\ + yx xi + 8x x 2 +xix 2 ) : x\ (xq +x\ + yx xi + ôx x 2 +xix 2 ) : x xix 2 ). 

Notons que la conique Xq +x\ +^xqx\ + ôxox 2 +xix 2 = est lisse si et seulement si 8 {y + , Y- }■ 
Si 8 est distinct de y + et y_ , les configurations des courbes contractées sont les configura- 
tions {15}, {13}, {14} et {12} 



x\ = 








xo+y-xi = o 
§^{o,y±},yV4 




x ±xi =0 (2) 



5^{0,±l},y 2 = 4 



xi =0 




xq +Y-xi = 



5 = 0, yV 4 



Xi = 




xo = 



xq±xi =0 (2) 



5 = 0, y 2 = 4 



Lorsque la conique dégénère on a ou bien 8 = y±, ou bien (y, 8) = (±2, ±1). Si on change xq 
en — xo on voit que les configurations (y,8) = (2,1) et (y,8) = (—2,-1) sont isomorphes, 
tout comme les configurations (y,8) = (2,-1) et (y,8) = (—2, 1); de sorte qu'il n'y a que les 
éventualités (y, 8) = (2,±1) à considérer. On observe les configurations {5} et {7} 



xo = 



xi =0 




xq ±xi =0 (3) 



x = 



xi 




xo + y T xi =0 (2) 
xo + y±xi = 



xi ±xq+X2 = 



xo + y±xi +y±x 2 =0 



y=2, S= ±1 



5 = Y±,yV4 
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A.1.2. Éléments du type (b). — 
Soit / un élément de la forme (b). 

(b) i. Dans un premier temps supposons que a soit nul: à conjugaison près on a a = 1. 
La transformation / étant purement cubique on peut supposer que ô = 1 et ((3,s) / (0,0); on 
distingue les possibilités suivantes à conjugaison g.d. près 

(P,8,e) = (1,1,0), (P,S,e) = (0,1,1), (P,ô,e) = (1,1,1). 

(b) 11. Si (P,8,e) = (1,1,0), alors /= {xq{x\ + yxoxi +xqx 2 ) : xi (x? + 7*0*1 +xqx 2 ) :xqx\) 
et la configuration de Exc / est la configuration {10} 



x = (2) 




x x = (2) 



(b) i.2. Lorsque (P,8,e) = (0,1,1) on a 

/ = (xo(yx xi +*0*2 +x\xi) : x\ (yXoxi + x x 2 +xix 2 ) : xqx\). 

La conique yxoxi + xqx 2 + x\x 2 = est lisse si et seulement si y / 0; nous avons donc les 
configurations {12} et {5} 

X\ +X2 = 



xq+xj =0 




xq = 



x x = (2) 



Y^0 




xo+xi =0 (2) 



x x = (2) 



(b) Pour (P,5,e) = (1, 1, 1) la transformation / est du type 

(xo(xj + yxo^i + x x 2 + xix 2 ) : x\ {x\ +Y*o*i + x x 2 +xix 2 ) : xqx\). 

La conique x\ + yxoxi + xox 2 + xix 2 = étant lisse si et seulement si y / 1, on observe les 
configurations {12} et {5} 



x +xi =0 




xq = 



xx = (2) 



xx +X2 = 




xq+xx =0 (2) 



xi = (2) 



xo = 



y^l 



Y=l 
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(b) ii. Supposons que a = 1; puisque / appartient à Bir3 on a (P,e) / (0,0); par suite à 
conjugaison près 

(M) €{(1,0), (0,1), (i,i)}. 

(b) ii.l. Lorsque (P, s) = (1,0) la transformation / s'écrit 

(xo(*o + *i + Y*o*i + 8x0*2) : *i (*o + *i + ^0*1 + 8*0*2) : *o*i) 
et présente la configuration {10} 



*o = (2) 




x x = (2) 



(b)iï.2. Si (p,e) = (0,1) on a 

/ = (xo(*o + 1*0*1 + 8x0x2 +X1X2) : x\ (xq + yxo*i + 8x0x2 + x\x 2 ) : xo*i)- 

La conique d'équation x\ +"pco*i + 8x0x2 +X1X2 = étant lisse si et seulement si y8 / 1 on 
observe pour y8 / 1 les configurations {10} et {12} 



*i =0(3) 




x = 



8 = 



8x0 +jci = 




8^0,y8^1 



Si yô = 1 on obtient la configuration {5} 



xq + 8x2 = 




8x +jci =0 (2) 



X! = (2) 



(b) w.J. Pour finir lorsque (P,e) = (1,1) la transformation / s'écrit 

(x (xq +x\ + yx *i + 8x x 2 + x\x 2 ) : x\ (xq +x\ + yx *i + 8x x 2 + x\x 2 ) : xq*i ) • 
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La conique d'équation Xq +x\ +7*0*1 + ÔX0X2 +X1X2 = est lisse si et seulement si 8 n'appartient 
pas à {y+,Y-}. Dans ce cas Exc / présente la configuration {10} ou {12} 



xi =0(3) 




5xo +x\ = 



x =0 




5 = 



5£{Y+,Y-} 



Lorsque 8 = y± on observe la configuration {5} 




xo = 



x ±xi = (2) 



xi = (2) 

xi ±xq +X2 = 



xo = 




xo+Y T xi =0 (2) 



xi = (2) 



xo+Y±xi +y±x 2 = 



5 = ±l,y=±2 



S = y±,Y^2 



A.2. DEUXIÈME ÉTAPE 



A. 1.3. Éléments de la forme (c) et (î>). — 

Les transformations de type (c) conduisent aux configurations {14} et {12} 



xi +yxo = 




xi = 




y^O 



y = 



Enfin pour un élément de la forme (d) on a la configuration {7} 



x = 



A.2. Deuxième étape 



xi =0 




x 2 = 



A.2.1. Configuration {5}. — 

Les transformations du §A.l ayant la configuration {5} sont les suivantes 

fi = (x (xi +x 2 )(x + xi) :xi(xi +x 2 )(x +xi) :x xiX2); 



h = (*o(*2 + Y*o) \ — +xij : xi(x 2 +fco) \ — : x xix 2 ); 

/ 3 = (x()(xo+xi)(x +xi +x 2 ) :xi(x +xi)(x +xi +x 2 ) :x xix 2 ); 

f 4 = (x()X 2 (x +xi) : xix 2 (x +xi) : xqx\ ); 

f 5 = (xo (xo + xi ) (xi + x 2 ) : xi (xq + xi ) (xi + x 2 ) : xqx\ ); 

U = (xo (y + Xl ^) ( x 2+Yxo) : x\ +xi^ (x2 +yx ) : xqx\); 

fi = (xo(xo+x 1 )(x +xi+x 2 ) :xi(x +xi)(x()+x 1 +x 2 ) :xqx\)\ 

f s = (x (xi + Y+x )(xi + Y-x +x 2 ) : xi (xi + Y+x )(xi + J-X Q +x 2 ) : xqx\) 
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On remarque que d'une part fa, fa, fa, fa et fa sont g.d. conjuguées 

fa = fa(xo - xi :x 2 -x\); fa = :x x : fa{jx Q :x x :x 2 -y 2 x Q ); 

fa = fa(x :x l :x 2 -xq-xi); fa = (y+x : x\ : J+x 2 )fa ( — : x\ : x 2 - — x -xi 



Y+ Y+ 



et que d'autre part fa et fa appartiennent à la même g.d. orbite 

fa = (yxi : x Q : x 2 )fa ( x\ : — : yx 2 



Y 

Les éléments fa et fa ne sont pas g.d. conjugués: # Ind fa / # Ind fa . 

Les transformations fa et fa ne sont pas g.d. conjuguées: tous les points d'indétermination 
de fa sont des intersections de droites de Exc/3 ce qui n'est pas le cas pour fa . 

À conjugaison g.d. près il reste donc seulement les modèles suivants pour la configura- 
tion {5} 

(xq(xi+X 2 )(xq+Xi) \X\{X\ +X 2 )(x +X l ) \X{)XyX 2 )\ 

(x Q (x + x\ ) (x Q + x\ + x 2 ) : x\ (x + xi ) (x + xi + x 2 ) : x xix 2 ) ; 
(x x 2 (xo +xi) : xix 2 (x +xi) : xqx\). 

A.2.2. Configuration {6}. — 

Un seul modèle présente la configuration {6} 

(x (xq +x\+ yx xi ) : x\ (xq +x\+ yx xi ) : x xix 2 ) , y 2 / 4. 

A.2.3. Configuration {7}. — 

Deux modèles du §A.l présentent la configuration {7} 

/l = (x (xq +x\+yxQX\ + Y+x x 2 +xix 2 ) : x\ (xq +x\ +yxQXi +Y+X0X2 +xix 2 ) : xqx 1 x 2 ), y 2 ^ 4; 
h = ( x 0X2(*i +Yxo) : x 1 x 2 {x 1 +yx ) : xqx^xq -xi)). 

Les transformations fa et fa ne sont pas g.d. conjuguées: trois des points de fa(Excfa) sont 
alignés ce qui n'est pas le cas pour fa (Exc/i). 

A.2.4. Configuration {10}. — 

Les éléments obtenus au §A.l ayant la configuration {10} sont 

fa = (x (xj +x x 2 ) : xi (xj +x x 2 ) : x xix 2 ); 

fa = (xo(xq +xix 2 ) : xi(xq +xix 2 ) : x xix 2 ); 

fa = (x (x 2 { + yx xi +x x 2 ) : x\ (x\ + yx xi +x x 2 ) : xqx\); 

fa = (xq(Xq+x\ + yx xi +6x0x2) : xi(xq +x\ +yx xi +ôx x 2 ) :xqx\); 

fa = (x (xo + yx xi +xix 2 ) :xi(xo + yx xi +xix 2 ) :xqx\); 

fa = (^0(^0+^1 +1 x qX\ +x\x 2 ) : x\ (xq +x\ + yx xi +xix 2 ) : xqx\). 
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On constate que f\ et f 2 (resp. et /4, resp. et /ô) sont dans la même g.d. orbite 

fi = (x\ : x Q : x 2 )f 2 (xi : x : x 2 ); f 5 = /sOo : *i : x 2 -x l ); f 3 = f 4 ^x : x\ : . 

L'élément fs n'est conjugué ni à f\, ni à f 2 , ni à /t; la configuration de Exc/5 se distingue 
de celle des fi pour 1 < i < 4 par la propriété suivante: la droite de Exc/5 tangente à la conique 
de Exc/5 est de multiplicité 3. 

L'élément f\ n'est conjugué ni à f\ , ni à f 2 , ni à fs : les deux droites de Exc/4 apparaissent 
avec multiplicité 2 ce qui n'est pas le cas pour les autres modèles. 

La transformation f\ n'est pas conjuguée à fi : la droite de Exc/i tangente à la conique de 
Exc/i est de multiplicité 1 ce qui n'est pas le cas pour fo. 

Par ailleurs on remarque que f$ est g.d. conjugué à 

(xq(x\ +x q x 2 ) : Xi (xj +x Q x 2 ) : xqx\) 

et que appartient à 

O g .d.(x (xl+xix 2 ) :xi(xl+xix 2 ) :xqx\). 

Ainsi à conjugaison g.d. près on a les modèles 

(xo(*i +xox 2 ) : x\ (x\ +x x 2 ) : xqxix 2 ); {xq(x\ +xqx 2 ) : x\ (x\ +x x 2 ) : xqx\); 
(x (xq +xix 2 ) : x\{xq +x\x 2 ) : xqx\). 

A.2.5. Configuration {11}. — 

Considérons les éléments du §A.l ayant pour configuration {11} 

/1 = (x (x xi +xix 2 +x Q x 2 ) : x\ (x xi +xix 2 +x x 2 ) : x xix 2 ); 
h = (xo(x\ +xox 2 +xix 2 ) : xi (xj +x X2 +xix 2 ) : x^x\x 2 )\ 
/ 3 = (x (xq +x x 2 +xix 2 ) : xi(xq +x x 2 +xix 2 ) : x xix 2 ). 

Un calcul élémentaire conduit à 

/ 3 = (xi : x : x 2 )/ 2 (xi : x : x 2 ). 

Les transformations f\ et / 3 ne sont pas g.d. conjuguées: les multiplicités des droites 
de Exc/3 sont 3 et 1 alors que celles de Exc/i apparaissent avec multiplicité 2. 



A.2.6. Configuration {12}. — 
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Les transformations de configuration {12} sont 

fi = (x (*i +xqx\ + x x 2 ) : xi {x\ +xqx\ + x x 2 ) : x xix 2 ); 

fi = (*o(xo + x \ + 2 *oXi +XQX2) ■ x\ (xq + x i + 2x oxi + xox 2 ) : x xix 2 ); 

/3 = (xo(xq + yx xi +xix 2 ) : xi(xq +yxoxi +xix 2 ) : x xix 2 ); 

U = (xo(xq +x| + 2x xi +xix 2 ) : xi (xq +x| + 2x xi +xix 2 ) : x xix 2 ); 

/ 5 = (x (x xi +xix 2 +x x 2 ) : xi(x xi +xix 2 +x x 2 ) : xqx\); 

fe = (xo(xi + yx xi +x x 2 +xix 2 ) : x\ (x\ + yx xi +x x 2 +xix 2 ) : xoXj); 

fi = (xo (xq + yx xi + ôx x 2 + xix 2 ) : x\ (xq + yx xi + ôx x 2 + xix 2 ) : x Xi ) ; 

h = (xo(xq+Xi +yxoxi +ôx x 2 +xix 2 ) : xi(xq +x\ + yx xi +ôx x 2 +xix 2 ) :xoXj); 

f 9 = (x (xo+xix 2 ) :xi(xq+xix 2 ) : x xi (x -xi)). 

L'élément n'est g.d. conjugué à aucun des autres fi : la droite de Exc fg tangente à la 
conique de Exc fg apparait avec multiplicité 2 ce qui n'est pas le cas pour les autres modèles. 
Les huit premières transformations sont g.d. conjuguées 

fi = (xi : x : x 2 )/ 4 (xi : x : x 2 ); fi = fi{x : x\ : x 2 -xi); 



fi = (yxi : x : x 2 )/ 3 ^xi : ^ : yx 2 j ; fi = / 6 (x : x x : (y- l)x 2 -xi); 

fi = (xo : -x -xi : -x -x 2 )/ 2 (x : -x -x\ : x\ +x 2 ); fi = fi(x Q : x x : x +x 2 ); 
fi = (xo+xi : -xi :x2-xi)fi(-x -xi : xi :x 2 ). 

Finalement à conjugaison g.d. près on a deux modèles 

(x (xo+xix 2 ) :xi(xq+xix 2 ) : x xi (x -xi)); 
(xo(xq +x xi +xix 2 ) : xi (xq +x xi +xix 2 ) : x xix 2 ). 

A.2.7. Configuration {13}. — 

Les transformations présentant la configuration {13} sont 

fi = (xo(xi+yxoxi+xix 2 +xox 2 ) :xi(xi+yxoxi +xix 2 +xox 2 ) :xoxix 2 ), Yt^O, 1; 
fi = (xo(xo + yxoxi +xix 2 + Sxox 2 ) : xi(xo + yxoxi +xix 2 + 5xox 2 ) : xoxix 2 ), yô ^ 0, yô ^ 1; 
/3 = (x (xo+Xi+2x xi +xix 2 + ôx x 2 ) : xi (xq+Xj +2xoxi +xix 2 + ôx x 2 ) : x xix 2 ), 5 ^ 0, 1, -1. 

Notons que fi et / 2 appartiennent à la même g.d. orbite 

fi = (x : xi : x 2 ) (xo(xo+yx xi +xix 2 +x x 2 ) :xi(xo + yxoxi +xix 2 +x x 2 ) : x xix 2 ) (x Q : 5xi : ^ . 
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Les éléments f\ et sont g.d. conjugués 

( 2 2 Y~ 1 2 2 Y~ 1 

/i =A xo(x +X! +2xqxi +xiX2H x x 2 ) : x^Xq+Xj +2x X! +X!X 2 H x x 2 ) :xoX!X 2 B 



avec 



' Y — 1 X 2 \ ( Y-^l X 2 
A=( x : (l-y)x +(l-y)xi :x et B = -yx : yx +xi : h - 



y Y / V l-yl-y 



A.2.8. Configuration {14}. — 

Les modèles présentant la configuration {14} sont les suivants 

fi = (x (xq + x\ + yx xi + ôx x 2 ) : x\ {xq + x\ + yx xi + ôx x 2 ) : x xix 2 ), y 2 / 4, 8/0; 

/2 = (*o(*o + x i + Y*oXi + xix 2 ) : xi(xq +x\ +yx xi + xix 2 ) : x xix 2 ), y 2 / 4; 

/ 3 = (x (xo + yx x 2 +xix 2 ) : xi(xq + yx x 2 + xix 2 ) : x xi(x -xi)), y / 0. 

On remarque que f\ et / 2 sont g.d. conjugués 

/ 2 = (xi : x : ôx 2 )/i (xi : x : y) ; 

par contre f\ et /3 ne le sont pas: trois des points de fj,{Excfi,) sont alignés ce qui n'est pas le 
cas pour f\ (Exc/i ) . 

A.2.9. Configuration {15}. — 

Un seul modèle du §A.l possède la configuration {15}, il s'agit de 

(xo(xo+X; +Yxoxi +8X0X2+X1X2) :xi(xQ+xf +Yxoxi +8x0x2+^1x2) :xQXiX2), 7 2 7^4, 8 {0, 1}. 
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